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VORWORT 


Der Matrizenkalkül wurde ursprünglich nur inder Mathematik benutzt. Das Wort 

„Matrix‘‘ wurde 1850 von SyıvEster zur Bezeichnung eines rechteckigen Zahlen- 
schemas, aus dem Determinanten gebildet werden können, geprägt. Für die 
"Physik gewann die Matrizenrechnung Bedeutung, als die stetigen Rechengrößen 
der klassischen Mechanik nicht mehr zur Beschreibung des diskontinuierlichen 
Wesens. der Atomvorgänge ausreichten; 1900 stellte Pranck die Hypothese der 
‚Energiequanten auf; Bonr wandte die Pranorsche Idee auf das Atommodell von 
RUTHERFORD an, und HEISENBERG erweiterte in Zusammenarbeit mit Jorvan und 
Born die Quantentheorie unter Benutzung der Matrizenrechnung zur Matrizen- 
"mechanik, 


Darüber hinaus hat die Matrizenrechnung in jüngster Zeit — besonders geför- 
dert durch FeLvrk£zLLer -auch Eingang in die Elektrotechnik und Hochfrequenz- 
‘technik gefunden. Ja sogar zur Klärung medizinisch-psychologischer Probleme 
scheint. die Matrizenrechnung mit Vorteil herangezogen werden zu können (vgl. 
Literaturübersicht). j | 

Gegenüber der Wellenmechanik, die zum gleichen Resultat kommt wie die Matri- 
zenmechanik, besitzt die Matrizenmechanik den Vorteil, daß sie in ihrem inneren 
Aufbau klarer und durchsichtiger ist und zudem tiefer reicht als die Wellen- 
mechanik. Aber sie erscheint als symbolischer Kalkül manchem unanschaulich 
und wird darum von einigen sogar verworfen. Wenn gegen die Anwendung der 
Matrizenrechnung auf Probleme der Elektrotechnik und Hochfrequenztechnik 
nicht diese Einwände erhoben werden, so liegt der Grund darin, daß die Matrizen 
der: Elektrotechnik und Hochfrequenztechnik endliche Matrizen sind, die in ihrer 
Struktur leichter zu übersehen sind. als die unendlichen der Matrizenmechanik. 
Das der Matrizenrechnung entgegengebrachte Mißtrauen scheint mir darin be- 
gründet zu liegen, daß die Kritiker den mathematischen Apparat des Matrizen- 
kalküls selbst nicht - oder zum mindesten ungenau — kennen. Deshalb erschien es 
. mir nützlich, in einer Schrift, die Schritt für Schritt das weite Gebiet durchstreift, 
zunächst die mathematischen Grundlagen klarzulegen, um dann die physikali- 
schen Anwendungen zu behandeln. Da sie kein Lehrbuch sein sollte, sondern nur 
eine Einführung, konnten manche Probleme nur skizziert werden; insbesondere 
ist die Darstellung der Anwendungen nur als kurzer Abriß zu werten. Trotz 
mancher Bedenken habe ich eine größere Anzahl von Zahlenbeispielen aufgeführt, 
um die Rechenoperationen anschaulicher zu gestalten. 


Die zur Abfassung der Schrift herangezogene Literatur ist in einem Literatur- 
verzeichnis zusammengestellt worden. Dieses Verzeichnis soll zugleich dem Leser 
Gelegenheit geben, tiefer in die von ihm gewünschten. Probleme und Gedanken- 
gänge einzudringen. 


VI Vorwort 


Die vorliegende Schrift ist in den Jahren 1943/44 entstanden. Infolge der Un- 
gunst der Zeiten mußte ihre Veröffentlichung bis jetzt hinausgeschoben werden. 
Atomphysik, Elektrotechnik und Hochfrequenztechnik sind diejenigen Disziplinen 
geworden, ohne die ein Fortschritt wissenschaftlicher Erkenntnis und technischer 
Vollkommenheit nicht denkbar ist. Die junge heranwachsende Generation ist dazu 
berufen, die wissenschaftlichen Leistungen der Vergangenheit in die Zukunft 
hinüberzutragen. So möge auch diese Schrift dazu dienen, die Kenntnis der ge- 
nannten Disziplinen zu vertiefen und zu weiterer Forschung anzuregen. 

Es ist mir ein besonderes Bedürfnis, an dieser Stelle meiner Frau für die tat- 
kräftige Mitarbeit bei der Herstellung des Manuskriptes meinen herzlichen Dank 
auszusprechen. | 

Weiterhin danke ich dem Verlag für das große Entgegenkommen bei der Druck- 
legung und für die schöne Ausstattung des Buches. 


H. Pupke. 
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A.ENDLICHE MATRIZEN 


I. Elemente der Matrizenalgebra 


1. Erklärung des Begriffes Matrix und Bedeutung der Mairizen 


Definition 1: Eine endliche Matrix heißt ein System von m-»n Zahlen oder 
auch Rechengrößen au (i=]1, ...,m; k=1,...., n), die in einem rechteckigen 
Schema von m-Zeilen (Horizontalreihen) und n-Spalten (Kolonnen, Vertikalreihen) 
angeordnet sind. Die Größen a; heißen Elemente der Matrix. 

Im folgenden werden Matrizen stets mit ihren Elementen entsprechenden großen 
deutschen Buchstaben bezeichnet werden. Zur Kennzeichnung der Matrix wird das 
System aus den n-m Elementen zwischen zwei runde Klammern gesetzt; die 
senkrechten Striche bleiben für die Kennzeichnung der Determinante vorbehalten. 

Eine Matrix W kann daher ausführlich folgendermaßen geschrieben werden: 


Agı ag ..- Am 
I (a) =: (1,1) 
mı Img» . Im 


i bedeutet dabei stets den Zeilenindex, k den ee (m, n) gibt die Ord- 
nung der Matrix an; man sagt auch: eine Matrix ist vom Typ (m, n). 


Beispiel: Eine Matrix der Ordnung (3,2) hat die Gestalt: 


4ı ®n 
(Gt) 3,2) == (= =) i 
| 931 93 
Ist m=+n, so heißt die Matrix rechteckig; ist m =n, so heißt sie quadratisch. 
Eine Matrix, für die m bzw. n=1 ist, wird einreihige bzw. einspaltige Matrix, 
auch Zeilen- bzw. Spaltenmatrix genannt. Diese Matrizen werden mit kleinen 


deutschen Buchstaben bezeichnet und dienen zur Darstellung der Vektoren; 
Vektoren lassen sich also deuten als Matrizen der Ordnung (m, 1) bzw. (1,n). 
Da es üblich ist, einen Vektor als Produkt aus einer Maßzahl und einem Einheits- 
vektor darzustellen, enthält die Matrix, die einem Vektor zugeordnet ist, als Ele- 
mente die Maßzahlen bezüglich der Komponenten in Richtung der Achsen eines 
Koordinatensystems oder auch die Komponenten des Vektors selbst. 

Beispiel: Es ist, 


= (0) 1, = (Cu 419: Am) = (OA ... An); (1,2) 
bj1 b; 
ba \ [be 


= (= (1,3) 


1 Pupke, Matrizenrechnung 


2 “I. Elemente der Matrizenalgebra 


Infolge der Eindeutigkeit brauchen bei den Vektoren die Elemente nur mit 
einem Index versehen zu werden. 

Darüber hinaus können aber die Elemente einer Matrix die verschiedensten 
Bedeutungen haben. Sie können Skalare, Tensoren, Determinanten, Koeffizienten 
von Reihenentwicklungen oder linearen Gleichungen, Transformationen, Bilinear- 
formen, quadratische Formen usw., aber auch wieder Matrizen sein. Matrizen, deren 
‘ Elemente wieder Matrizen sind, heißen Übermatrizen. 

Der Begriff der Matrix unterscheidet sich wesentlich von dem der Determinante: 
die Determinante ist eine skalare Größe; die Matrix ist dagegen als zusammen- 
gesetzte Größe, als komplexe Größe höherer Ordnung oder als System aufzufassen. 
Im Gegensatz zu der Erklärung der Determinante enthält die Matrix keine Rechen- 
vorschrift, die die Elemente miteinander verknüpft. Ein anderer Unterschied 
gegenüber der Determinante liegt darin, daß bei einer Matrix n+m sein kann. 
Der Begriff der komplexen Zahl wird als ein geordnetes Paar reeller Zahlen erklärt, 
der des Vektors im dreidimensionalen Raum als ein geordnetes Zahlentripel, der 
der Matrix als ein System von mn geordneten Größen in rechteckiger Anordnung. 
Danach stellt der Begriff der Matrix eine Verallgemeinerung des Begriffes der 
kompiexen Zahl und des Vektorbegriffes dar: sie ist eine hyperkomplexe Größe. 


Die physikalische Bedeutung der Matrizen wird in Teil III behandelt. 


2. Gleichheit von Matrizen. 


Definition 2: Eine rechteckige Matrix der Ordnung (m,n) kann stets i in eine 
quadratische Matrix überführt werden, indem man, je nachdem m=n ist, als 
Elemente der fehlenden Spalten bzw. Reihen Nullen setzt. 


Die Ordnung der Matrix ändert sich dabei. 


Beispiel: Es ist 
Qıı @ Aı 9 0 
A=|ay, a.]|= Qsı 9 : . (2,1) 


\93] 4 931 @sa 
Zwei Matrizen, die gleiche Ordnung haben, heißen gleichartige Matrizen. Die 
Gleichheit zweier Matrizen wird folgendermaßen definiert: 
Definition 3: Zwei Matrizen Wund B sind dann und nur dann gleich, wenn 
sie die gleiche Ordnung besitzen und je zwei homologe Elemente gleich sind. 
Es gilt also & 
=»; (2,2) 
wenn stets | | 
| a=br für i=1l,...,m; k=1l,...n (2,3) 
erfüllt ist. | 
‚Gleichung (2,2) faßt also die m-n Gleichungen (2,3) zwischen den Elementen 
der Matrix zusammen; umgekehrt kann eine Folge gewöhnlicher Gleichungen 
immer durch eine Gleichung mit Matrizen dargestellt werden. 
Beispiel: Die 4 Skalargleichungen | 


4.=b,, %=b, S=b,, y=b (2,4) 


2. Gleichheit von Matrizen / 3. Addition und Subtraktion von Matrizen 3 


sind in jeder der folgenden Matrizengleichungen enthalten: 


a @\ __[d, Ö5,\ 
ve -) = ( 2) ; 
(a1 @, 3 44) = (b, b, db, b,); (2,46) 
a, b, 
M\_[ 
17 — b, (2,4c) 
M b, 


Die Definition der Gleichheit zweier Matrizen zeigt, daß es keinen Sinn hat, 
von dem Wert einer Matrix zu sprechen, im Gegensatz zu der Determinante, wo 
zwei Determinanten einander gleich sein können, während ihre Elemente ver- 
schieden sind. 


3. Addition und Subtraktion von Matrizen. 


Definition 4: Zwei (oder.mehr) Matrizen werden addiert, indem man ihre 
entsprechenden Elemente addiert. 

Diese Vorschrift verlangt, daß die beiden durch Addition zu verknüpfenden 
Matrizen von der gleichen Ordnung sind; die Addition hat daher keinen Sinn, 
wenn die Matrizen ungleicher Ordnung sind, d.h. zwei Matrizen 


A= (air) in und B= (bu) (rs 


können genau dann addiert werden, wenn m=r und n = s ist, wenn sie also gleich- 
artig sind. 


Ist also gegeben A=(am),. und B=(bu)mn: (3,1) 
‚so ist A+-B=lt= (ar + Bir) (m, Fi = (Ci) ER (3,2) 
und Cr = Ai + bir. 


Die Summenmatrix hat also die, gleiche Ordnung wie die ihrer Summanden. 


une 3 2)4 H 4, a 
Eginun 2. 4 5 150 195 
Satz 1: Die Matrizenaddition ist kommutativ: 
AHB=-BAU. (3,3) 
Satz 2: Die Matrizenaddition befolgt das assoziätive Gesetz: 
(AUHB)+E=-A+B+E), N (3,4) 
also ist auch A+HBL+E-D)=- (AH HBD). i 


Definition 5: Zwei (oder mehr) gleichartige Matrizen werden voneinander 
subtrahiert, indem man ihre entsprechenden Elemente subtrahiert. 
Ist also wieder (3,1) gegeben, so ist 


A-B=C= (bu) m (mn ' 


3,5 
Cr = ar — bie. > 


4 I. Elemente der Matrizenalgebra 


Beispiel: 12 0\ (1 2-1\ /2 01 
-1 02 3-1 0) \2 1 2/' 
Satz 3: Die Matrizensubtraktion befolgt das assoziative Gesetz: 
A+B-G-A+B)—E. (3,6) 


Das kommutative Gesetz gilt naturgemäß nicht. 


4. Multiplikation von Matrizen. Vertauschbarkeit 
- a) Skaläre Multiplikation 


Definition 6: Eine Matrix A= (ai) wird mit einer beliebigen komplexen 
Zahl } (einem Skalar) multipliziert, indem man jedes Element mit A multipliziert: 


Adıy -.: Ad 
M-MU-Ga)m|: (4,1) 
Adaıer« Alan 


Hinsichtlich der Addition und skalaren Multiplikation verhalten sich daher die 
Matrizen wie ihre Elemente. 


a it 1 0\_/3 0 
Beispiel: 3(5 )=(6 0)- 
Es gilt weiterhin 
Satz 4: AALB)-IALIB. (4,2) 
Der Beweis folgt aus Gleichung (3,2), (3,5) und (4,1). 
SE sl 2 3 4 2-3\ /110 
Beispiel: 3 (5 .)+2(2 26 )-15 ı)- 


b) Produkte quadratischer Matrizen 


Definition 7: Das Produkt A-3 der gleichartigen quadratischen Matrizen 
A und 8 ist erklärt durch 


U-B = (air) (m, n) * (Bix)(n,n) = (2 Gi, bu) 


2a, b,1 ... & 1 b,n 

=: | (4,3) 
3 Ay b,1 .. I Dyn 
v=1 : 

= (cr) 


mit Ck = > Abk. . 
v=1 j 


4. Multiplikation von Matrizen. Vertauschbarkeit 5 


Das Element in der i-Zeile und k-Spalte der Produktmatrix ist das Skalar- 
produkt des :-Zeilenvektors (a;ı... a) von X mit dem k-Spaltenvektor (bir... Dar) 
von B. 

Diese Möglichkeit der Produktbildung wurde durch die Anwendung bei den 
linearen Transformationen nahegelegt. 


Betrachtet man die linearen Substitutionen: 
27=Ay1Yı tr" + AınYn Yyızbıakıt + bdirer 
: und Ä ’ 
Zm = AmıYı t ** * + mn Yn Yn= BnıXı + *** + Dar ür 
so folgt, daßz,,....,2m lineare Funktionen der &,,..., & sind: 
21) =Cı1Fıt°"* +Cırr x 
’ Gik = S Gnbyr. 
i v-1 
zm = Cmı%ıTt *** 4 Om ür 


Die Produktbildung erinnert an die Multiplikation der Determinanten. Aber es 
besteht ein wesentlicher Unterschied: Bei der Multiplikation von Determinanten 
ist es gleichgültig, ob man die Zeilen des 1. Faktors mit den Zeilen des 2. Faktors 
oder die Spalten des 1. Faktors mit den Spalten des 2. Faktors oder auch die Zeilen 
des einen Faktors mit den Spalten des anderen kombiniert. Die Matrizenmulti- 
plikation dagegen ist völlig eindeutig definiert. Hier dürfen nur die Zeilen des 
1. Faktors mit den Spalten des 2. Faktors skalar multipliziert werden, und außer- 

dem muß das Skalarprodukt 


bir 
(a;ı, Be Cin) FR 
Dank 
in der Matrix AB genau an die Stelle in der ö-Zeile und k-Spalte kommen. | 
Die Bildung der skalaren Produkte c;. ist bei quadratischen Matrizen nur mög- 


lich, wenn sie dieselbe Zeilen- und Spaltenzahl besitzen, also gleichartig sind. Die 
Produktmatrix besitzt dann die gleiche Ordnung wie die der Faktoren. 


PEN 13a a_[25 
Beispiel: 1-6 2), 8-( 3 


alt N.[2 S\_/1-2+3- 1 1.5+3.3\_/5 14 
2 4) \1 3/7 \2.2+4-1 2.5+4-3 8 22) 
"Satz 5: Es gelten die distributiven Gesetze der Multiplikation 


(AH+B)T=- ACH BE (4,4) 
und AUB+II=-AB+UC. (4,5) 


Beweis: Es sei A= (ar), B= (bu), C= (cu), 


6 I. Elemente der Matrizenalgebra 


dann ist das allgemeine Element 
I (a, + b,,) Cyk = Sa; Cyk + >» by Cyk . 
und > Liv (d,r 4 Ok) == >> 10777 b,r u I; Gy Cyk > 


d.h. es gilt (4,4) und (4,5). | | 
Satz 6: Es gilt das assoziative Gesetz der Multiplikation: 


(AB)EC=-A(BE) -UBE. (4,6) 


Beweis: Es sei U= (ar), B= (bar), C- (ci) } ABC — (di) ,. 
= (4), BE= (Bir), 
dann ist. das allgemeine Element di, von ABC: 
de= 2% Ca=% (zZ b,o) Cok 
-2 Ay Dyg Cok _ 2a 2 Dig Cok 


— >> A Bor; 
v 


d.h. esgilt (4,6). | 
Satz 7: Das kommutative Gesetz gilt allgemein nicht: 


ABH+BU, : (4,7) 
da im allgemeinen > awd,, + 3 biQyr. (4,8) 


Zwei Matrizen, für die WB = BX ist, heißen miteinander vertauschbar. Ein 
Maß für die Abweichung von der Vertauschbarkeit ist die Differenzmatrix 
UB— 3X; sie soll unter Hinzufügung eines konstanten Faktors durch ein Klam- 
mersymbol abgekürzt werden: 


AB BA=-[UWB]), #=const. (4,9) 


Infolge der Nichtgültigkeit des kommutativen. Gesetzes der Multiplikation sind 
Gleichung (4,4) und (4,5) aus Satz 5 logisch voneinander unabhängig. 

Aus Gleichung (4,7) folgt, daß es nicht gleichgültig ist, ob eine Matrix WU von 
„rechts her“ (AB) oder von „links her“ (BU) mit einer Matrix B multipliziert 
wird, d.h., die Reihenfolge der Faktoren ist bei der Matrizenmultiplikation stets 
innezuhalten. 


Für die Gleichheit zweier Matrizen ergibt sich damit folgendes: Wenn QW, 3, E 
drei Matrizen sind, dann folgt aus W=3 auch AC= BE und ebenso CXA= CB, 
d.h. die Matrizengleichung bleibt richtig, wenn man auf beiden Seiten rechts oder 
auf beiden Seiten links eine weitere Matrix als Faktor anfügt. Man beachte aber, 
daß man die neue Matrix nicht auf der einen Seite rechts und auf der anderen 
Seite links als Faktor anfügen darf, da die Matrizenmultiplikation im allgemeinen 
nicht kommutativ ist. 

‘Statt Multiplikation von ‚links her‘ bzw. von ‚rechts her“ spricht man auch 
von vorderer bzw. hinterer Multiplikation. 
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Beispiel 1: Es sei 


3.4 1 2 
U= es) und 8=(, „)» 
lanni 3 MA/1 2\_[11 2% 
dann ist 18-(5 3)( 9 5) = 7 > 
ı aA/3A_[-1 2 
a 8u-(3 5.(2-1)-(4 3): 
d.h. ABEBU. 


Beispiel2: Es sei u-(5 7) und B-(_ : En 
dann ist: AUB= | : ri “ 3)- “ 2 0)=0 
6 2 10 20 

und BuU-(; ) (3: 2 ) u & 20) 


d.h. AB +BW. Im Gegensatz zu den natürlichen Zahlen kann also das Produkt 
zweier nichtverschwindender Matrizen ‚0‘ sein (vgl. 5.N ullmatrix). 


Beispiel 3: Es sei 1=(, ;) und 8= “ N. 


\3 4 0 1 
Ren en y/1o_(@ı1 
dann ist 18-(; .) 5 1)=(3 ) 

10 2 NEN. 
und (ee 


A und B sind also zwei miteinander vertauschbare Matrizen. 


c) Produkt rechteckiger Matrizen 


Die Multiplikation niehtquadratischer Matrizen erfordert Zusatzbedingungen, 
damit das Produkt existiert. 

Es seien die Matrix U = (a;;) ER (4,10) 
und die Matrix B = (b;r) is | 


gegeben. Das Produkt ist wieder durch Gleichung (4,3) definiert. Damit die Bil- 
dung der Produkte cz = % a, b,; möglich ist, muß die Anzahl der Spalten von A 


gleich der Anzahl der Zeilen von 3 sein. Nur für diesen Fall ist das Produkt 
zweier Matrizen erklärt. Es muß also nach Gleichung (4,10) rn, = m, sein. Soll 
andererseits das Produkt. BA existieren, so lautet die Bediüeung: n,=m,. Es 
‚ gilt nun 


Satz 8: Hat eine Matrix U die Ordnung (m, r) und eine Matrix B die Ordnung 
(n, r) so hat die Produktmatrix AB die Ordnung (m, r). 
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Der Beweis folgt aus der Definitionsgleichung der Produktmatrix; denn das 
Element ci der Produktmatrix ist gegeben durch 


n 
= S) a,b, Verka: Melt) 
v=1l ; 


Das Produkt AB = (ir) am)" (bir) m, EN liefert also eine Matrix der Ordnung 
(m,,n,); das Produkt BA = (dir) mm () mn, Te Matrix der Ordnung (m,,n,). 
Sollen gleichzeitig AB und BAU existieren, so müssen auch beide Bedingungen 
gleichzeitig erfüllt sein: 
N] = Mo, No = My 


d.h. WB ist von der Ordnung (n,,n,) und BU von der Ordnung (n,,n,); beide 
Produktmatrizen sind also quadratisch. 

Nach J. Scuur bezeichnet man Matrizen, deren Spaltenzahl der ersten Matrix 
gleich der Zeilenzahl der zweiten ist, als miteinander ‚verkettet“. 

Beispiel: Gegeben sei 


210 
1-|(5 1 1) und (3 4 ) 
ee) 1. 0 2) 


| 3 
AB hat die Ordnung (2,3), und es ist wegen cx = Y a,b,, miti=1,2; k=1,2,3: 
v—1 


18 -(]7 13 6) 


17 18 6)/' 
BA existiert nicht! Es ist A mit B verkettet, aber nicht B mit W. 
Beispiel2: Es sei 
| 123 v2 
A- ) und 8=[3 2) , 
( 1 4jes 14 


*/ (3,2) 


& 3 
dann hat AB die Ordnung (2,2), und es ist wegen cx = I a,b,, mit i=1,2; k=1,2: 
vl 


2. 
BU hat die Ordnung (3,3), und es ist wegen cx = I a,b, mit i,k=1, 2,3: 
v=l 


2104 
x? 8 n) 
| 93619 
Beispiel 3: Es sei 


2 
A=(l 4 3) (1,3) und B= 3) » 
l/en 


3 
dann hat WB die Ordnung (1,1), und es ist wegen cu = 3 a,b,, mit i,k=1: 
WB=-(N)=-17:.1) 
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[vgl. Gleichung (4,1)], während BU die Ordnung (3,3) hat; wegen cz = a,b,: mit 
,k=1,2,3 


286 
ist - BAU = ( 12 9). 
143 
Als Umkehrung gilt: 
‘Satz 9: Jede (m, n)-Matrix.mit von Null verschiedenen Elementen läßt sich 
als Produkt einer Spalten- und einer Zeilenmatrix darstellen. 


Die Produktregel lautet: (m, n) = (m, 1) (1, rn). 


BER _ {10 -5 20\ __/5 ur 
Beispiel: c-( 4 2 =)" (2 -1 4) = 
also. Ce,,, = Ye, Baus- 


d) Fortlaufende Produkte 


Soll ein Produkt aus mehreren Faktoren gebildet werden, so müssen aufein- 
anderfolgende Faktoren miteinander verkettet sein, damit das Produkt existiert. 
Sind die Faktoren quadratische Matrizen gleicher Ordnung (gleichartig), so läßt 
‚sich die Produktbildung immer durchführen. Für rechteckige Matrizen müssen 
folgende Bedingungen erfüllt sein, um das Produkt \BE... 3 bilden zu können: 
Hat WU. die Ordnung “ n), so muß 3 die Ordnung (r, 0), .& die Ordnung (o, p), 
D die Ordnung (9,9), .... haben, d.h. | 


ABE 3 (ai) mn (Oi) (r)o,ny "in 
Die Ordnung der Produktmatrix ist daher: 
(m, n) - (n, 0) (0,9) (y,2)= (m, 2). (4,11) 


Diese ‚‚Verkettungs“- oder „Anpassungs“-Bedingung ist auch notwendig für die 
Gültigkeit des durch Satz 6 Gleichung (4,6) ausgesprochenen assoziativen Gesetzes. 


Beispiel: Es sei gegeben 


5 3 
1 2 130 
— —_ —-!1]| D—_ll 4), a, 
BJ (3 ka: B ( 1 ee ce () ’ D ( 2 3 )ı,9 » 
(3,1) 
dann ist 
a ( 3 2 -( 55 I 
4/e,\2 1 1/ea 11 13 &)ee,sy’ 


3 
23 24 
wre {1 =( ) 
1113 4 (2,3) 2). 54 (2,1) 


24 48 72 96 
(4), ln, Yan (54 108 162 I 


8 
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e) Das direkte Produkt 
Außer der in Definition 7 angegebenen Produktbildung sind noch weitere Pro- 
dukte möglich, wie z.B. das direkte Produkt. Es ist folgendermaßen definiert: 
Definition 8: Als direktes Produkt der Matrix Y\= (@ix) m,n, mit der Matrix 
W = (a’yr) an bezeichnet man das Produkt 
AXxW (a) | 


(4,12) 
mit Cie = Qi Wi. J 


Jeder Kombination ii entspricht eine Zeile, jeder Kombination kk’ eine Spalte 
der Produktmatrix. | 


Beispiel: Es sei U = (air) Bes I — (air) g,, 
fa a a’ a’ 
dann ist AUxXW — | 1 ") x | ‚„ı a) er 
Qgj GR Ası I 


Aa Aıdız AaYıı Aradıa 
_ [una MW 9 az rer (4,13) 
9% Alan Mal Agat’ıa | 
Rz MyıWgn Ayal'zı Ayo’ 
Die erste Zeile wird man als ‚1,1-Zeile‘‘, die zweite als ‚‚1,2-Zeile‘‘, die dritte als 
„2,1-Zeile‘‘, die vierte als ‚„2,2-Zeile‘“ bezeichnen und entsprechend:die Spalten. 
Es gilt Satz 10: Das Matrizenprodukt zweier direkter Produkte ist das direkte 
Produkt der beiden Matrizenprodukte, 


d.h. AXWBXB)=-ABXWB. (4,14) 
Beweis: Es sei A= (ar), W=(ar), B= (ba), B=(dir), 
dann ist AUXU = (ar ar), 
BXB’ = (dir db’) 
und (AXWBXB) = (ana) - (bie br) 
> (z aiybrn arg b’gw) 
= (Zayb bu 2 ar b’ew). (4,15) 


Andererseits ist 


= (0x) » (bir) = (I awb,r) , 
VB = (ar) (bir) (I a’red’or) ; 
. 5 e = 
also ABX WB’ = 2 iv dyk 2 arg Dor).. (4,16) 


Aus der Gleichheit von (4,15) und (4,16) ae (4, 14). 

Nach (4,12) läßt sich das direkte Produkt zweier Matrizen immer bilden; es ent- 
fallen also die in 4, b, c gemachten Einschränkungen bezüglich der Zeilen- und 
Spaltenanpassung. 
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f) Invarianz gegenüber Permutationen der Indizes 


Es seien die beiden Matrizen I = (ax), ,,., und B = (bir), „, gegeben. Wird nun 
in diesen Matrizen ein und dieselbe Permutation der Zeilen und Spalten durch- 
geführt, so bleiben die Gleichungen der Addition (3,2) und Multiplikation (4,3) 
ungeändert. Bei der Addition ist es trivial; beider Multiplikation folgt es daraus, 
daß man den Summationsindex auch über die permutierte Reihenfolge der Indizes 
laufen lassen kann. Das bedeutet aber, daß jede durch wiederholte Anwendung 
von Additionen und Multiplikationen entstehende Gleichung zwischen Matrizen 
gegen eine auf beidelndizesangewandte Permutationinvariant ist (Isomorphismus). 


5. Nullmatrix, Einheitsmatrix, Diagonalmatrix 


a) Nullmatrix 


Definition 9: Eine Matrix, deren Elemente sämtlich gleich Null sind, heißt 
Nullmatrix. Sie wird mit 0 bezeichnet. 


Es ist also 
0009 ...0 [9 | 
Ba, arg ...)=0, 0j=0, (00)=0. (5,1) 
U A 0 0 
Als Folge von Gleichung (3,2) gilt für eine beliebige Matrix X 
und als Folge von Gleichung (4,3) 
1.0=0-A=0. (8,3) 


Im Gegensatz zu den gewöhnlichen Zahlen folgt aus AB = 0 oder BU = 0 im all- 
gemeinen noch nicht Y\= 0 oder 8 = 0 (vgl. 4b Beispiel 2). 
So ist z.B. das Produkt der beiden nichtverschwindenden Matrizen 
0 00 rend 
p) ( 0) Be ( - (a, b, c, d beliebig) 


gleich Null. Wenn es zu einer Matrix Y eine andere von 0 verschiedene B gibt, so 
daß entweder AB = 0 oder BU = 0 ist, so heißt Wein Teiler der Null oder Nullteiler. 


b) Einheitsmatrix 


Definition 10: ‚Sind alle Elemente a7],@99, -.., Ann der Hauptdiagonale 
gleich 1 und alle übrigen Elemente gleich 0, so heißt die Matrix Einheitsmatrix; 
sie wird mit E bezeichnet: 


100... 0 
010..0 
001..:01]=6€. (5,4) 
000..1 
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Die Anzahl n der in der Diagonale vorhandenen 1-Elemente gibt die Ordnung 
der Matrix an, so daß genauer geschrieben wird: €. 


100 
Beispiel: 0 10)=8,. 
001 
_ Mit Benutzung des Kronzckzxschen Deltasymbols 
 _ fOfürs#+%k a 
ir = v füri=k (5,5) 
läßt sich eine Einheitsmatrix durch (6), = En (5,6) 
darstellen. 
Satz 11: Ist Weine beliebige Matrix (Gix)n,ny SO ist 
AE-EA=-U. (5,7) 


Beweis: Das allgemeine Element der Produktmatrix ist: 


2 awÖ,r bzw. 2 Gert . 


Wegen (5,5) sind alle Glieder der Summe gleich Null, außer für »=k, bzw.» = i, 
d.h. aber, es ist Ör=Öbü=], 


D 0,0, = 3 Öplor = Ai. 
y u 


Die Einheitsmatrix ist also mit jeder Matrix vertauschbar; es ist 
ANE-EN-U. (5,8) 
Speziell folgt aus (5,7): EE=E. (5,9) 


Die gewöhnliche Zahl ist in der Matrizenrechnung folgendermaßen definiert: 
Definition 11: Es sei c eine gewöhnliche Zahl, dann ist c durch folgende 
Matrix darstellbar: 
c= (cd). (5,10) 
Sie geht aus & durch Multiplikation jedes Elements mit c hervor. c heißt auch 
skalare Matrix. 
Das Produkt der Zahl c mit der Matrix U = (a) ist gegeben durch 


cl = > CÖ6w0,r) = (Cr) , (5,11) 
d.h., jedes Element von cW Seen aus dem von U durch Multiplikation mit der 
Zahl c (vgl. skalare Multiplikation). 
c) Diagonalmatrix 


Definition 12: Eine Diagonalmatrix ist eine Matrix, deren Elemente außer- 
halb der Hauptdiagonalen verschwinden; die Hauptdiagonale selbst kann von 1 
verschiedene Elemente enthalten. Die Diagonalmatrix wird mit D bezeichnet. 
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Es ist also dı 9 ... 0 
Ay .. | 
= (die Öi) = Dr. (5,12) 
0.0... dm 


Die Einheitsmatrix ist ein spezieller Fall der Diagonalmatrix. 


/2 00 
Beispiell: 0 4 01=%,. 
001 


Satz 12: Diagonalmatrizen sind miteinander vertauschbar; ihr Produkt ist 
wieder eine Diagonalmatrix. 


Beweis: Es sei D= (deör), D’= (die di) , 
dann ist DD’ = (dir dir) - (dx Öix) 
— (2 div Öiv dr Ö,E) == (di d’«) 3 (8,13) 


da nur die Glieder von Null verschieden sind, für dev=i=k ist; entsprechend ist 
VD = (24,6, 040) = (d’üda) = (dudu), 
also folgt DDd’—-dDd=0. 


Die Multiplikation von Diagonalmatrizen geschieht in der Weise, daß ent- 
sprechende Diagonalelemente miteinander multipliziert werden. 


100 500 
Beispiel2. Es sei >-(0 3 ). v-(0 2 ). 

002 00 4 
dann ist | 


100 500 . 500 /100 /500 
»V=[0 3 0).[o 2 0)=DD=[o. 2 0)-[0o 3 o)=-[0 6 0). 
o002/ \0oo4 \0 0 002) \0oo38 


Se) 


A 


Satz 13. Umkehrung. Ist eine Matrix X mit einer Diagonalmatrix von ungleichen 
Diagonalelementen vertauschbar, so ist A-selber eine Diagonalmatrix. 


Beweis: Es sei AU = (air), D= (die dir), 
dann ist AD = (N 0, du, 0,4) = (mir dir) (5,14) 
und DU = (% dw6w0,r) = (dii am) . (5,15) 


Da AD— DA = 0 sein soll, so folgt: ax (der — da) =0. Es ist aber da. + du nur 
für + k, also muß ai, = 0 sein für ö+k, d.h. Yist eine Diagonalmatrix. 

Die Gleichungen (5,14) und (5,15) enthalten zugleich die Regel für die hintere 
bzw. vordere Multiplikation einer beliebigen Matrix mit einer Diagonalmatrix. 
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Gleichung (5,14) besagt: Das Produkt ist diejenige Matrix, deren Elemente das 
Produkt aus einem Element der Spalte von A mit dem entsprechenden Element 
der Diagonalmatrix sind. 


a dıı 0 /a.,d Go oo’ 
Beispiel: ( 2) : | 11 )=( 1@ı1 @1 ») . 
; Qgı ao) 0 da Qa1 dıı Oy2 2 


Entsprechend. besagt Gleichung (5,15): Das Produkt ist diejenige Matrix, deren 
Elemente das Produkt aus einem Element der Reihe von A mit dem entsprechen- 
den Element der Diagonalmatrix sind, 


Beispiel: W 0 ) : ee a — Di @21 a 
a 0 de) \ao Gy Agı gg gan 


Beispiel 3: Es ee 


230 100 

3 25 0.03 
| 230 /100 260 
dann ist ad=lı 4 3):-[o 2 o\=[ı s9 
3 25/\003 3 415 
71200 [2 30 2 3 .0\ 
und DA=|0 2 0):-I1 4 3|=|2 8 6). 
\oos3/ \s 25 9 615 


Sind speziell die Diagonalelemente komplexe Zahlen vom Betrag 1, so spricht 
man von einer Phasenmatrix: 


B= (ei 60), je. (5,16) 


6. Determinante einer quadratischen Matrix 


Jeder quadratischen Matrix X = (a;x) ordnen wir eine Zahl zu, ihre Determinante: 
‚det Y=|W| = det (ax) = | a]. (6,1) 


Diese Determinante geht formal aus der Matrix hervor, indem man einfach die 
‚Matrizenklammern durch Determinantenstriche ersetzt und im übrigen jedes. 
Element an seiner Stelle läßt. 

Die Determinante ist folgendermaßen definiert: 

‚Definition 15: Unter der Determinante der (n, n)-reihigen Matrix X = (a;r) 
versteht man den Ausdruck 


IA =lau|= 2 sgnPa,, (6,2): 


erstreckt über alle Permutationen P= (p ) der Spalten und Indizes 1,...,n 
(gnP=-+]). | 

Es wird also die Determinante |X| von U in folgender Weise gebildet: man 
wendet bei festgehaltenen ersten (Zeilen-) Indizes in dem Produkt a,,, . . -, nn 
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der » in der Hauptdiagonale stehenden Elemente auf die zweiten (Spalten-) Indizes 
alle Permutationen P = p, an; dadurch entstehen n! Produkte der Form MPs +5 


An?,.. Sodann bildet man die Differenz 


D apı3 +5 Impn — EU1Pı 5 =: 25 Anpn = DSgn P asp,» -- -, AnPn 
P gerade P ungerade P 
der Summe aller den geraden Permutationen entsprechenden und der Summe aller 
den ungeraden Permutationen entsprechenden Produkte. 
Für die Determinanten gelten folgende Hauptsätze: 
Satz 14: Eine Determinante ändert ihren Wert nicht, wenn die Zeilen als 
Spalten und die Spalten als Zeilen geschrieben werden. 


41 ®ı 
Gi9 Go 


GG 4 
Go ®na 


= 011099 — A19gı- (6,3) 


Beispiel: 


Satz 15: Eine Determinante ist ihrem Werte nach N ull, wenn die Elemente 
einer Parallelreihe alle verschwinden. 


I;ı Io Is Ira 


Beispiel: Oz 9 Os lg. (6,4) 
| 0060 .0|L 


Ag. Pan Mas aa 

Satz 16: Eine Determinante ändert ihr Vorzeichen, wenn man zwei ihrer Par- 
allelreihen vertauscht. 

Ge Mıı 

Ag A 


"Satz 17: Eine Determinante ist Null, wenn zwei Parallelreihen übereinstimmen. 


41 9 


en A i 
Gy, Ao 


= —A, (6,5) 


i 
DR 


Beispiel: 


Gıı Ga (ıs 
4 42 %ıs 
Izı Gag (sg 


Beispiel: =(0. (6,6) 


Satz 18:. Werden alle Elemente einer Parallelreihe mit einer Konstanten k mul- 
tipliziert, so wird die Determinante mit % multipliziert. 


Ben N 


%ı 82 Cız 
Ggı Goa Gas 
Oaı (Gs2 (sg 


Gıı Ga (ıs 
kas, Kg, Kteg 


 Ggı 9a ss 


Beispiel: (6,7) 


Satz 19: Eine Determinante verschwindet, wenn die Elemente einer Parallel- 
‚reihe proportional den entsprechenden Elementen einer anderen sind. 


\%ı Ka As 
.| @gı käz, Ag =k- 


41 %ı 9ıs 
Gy Ay Ag. (6,8) 


Qzı Qzı (Qsz 


Beispiel: 


Oz] Kügı (sg 


Satz 20: Sind in einer Determinante A die Elemente einer Parallelreihe Aggre- 
gate von je g Gliedern, so läßt sich diese Determinante in ein Aggregat von g De- 
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terminanten A,, ..., As zerlegen, die mit A übereinstimmen und nur an Stelle 
der zusammengesetzten Parallelreihen je eines der g Glieder enthält. 


441 ßı WE 
019 Pa. (az 
191 Pa @s3 


Aaı Art Ms] 
Ag &gtPz 
A) Kg tPz Azg|- 


0 %ı AGs 
Rsr, a 033 
Az %g Oz 


Beispiel: + = (6,9) 


Satz 21: Eine Determinante bleibt unverändert, wenn man zu den Elementen 
einer Parallelreihe die mit einer beliebigen Zahl %k multiplizierten entsprechenden 
Elemente einer anderen Parallelreihe addiert. 


Sı %2 8s + kayı 
Ggı Age Mg + Kay | = 
Azı 92 Ar kag, | 


Gıı Ga Cısz 
Gy; Ggg (sg|- 
Gy (Gy, (sg 


Beispiel: (6,10) 


Für die Berechnung und Anwendung der Determinanten ist die Unterdeterminante 
wichtig. Sie ist folgendermaßen definiert: 

Definition 14: Unter der dem Element ax adjungierten Unterdeterminante 
A versteht man die mit dem Vorzeichen (-1)’+* versehene Determinante (n-l)- 
Grades, die entsteht, wenn man in der gegebenen Determinante die :-Zeile und 
k-Spalte streicht. 

Die Darstellung der Determinante mit Hilfe der adjungierten Unterdeterminante 
ist durch den Lartaczschen Entwicklungssatz festgelegt. 

Er lautet (für Entwicklung nach einer Zeile bzw. Spalte): 

Satz 22: Multipliziert man jedes Element einer Zeile (Spalte) mit seiner ad- 
jungierten Unterdeterminante, so ist die Determinante gleich der Summe dieser 
n Produkte. 


|U|l=|ax| = 2 0, An = 2 aA. (6,11) 
5 v=1 v1 


Dagegen gilt 

Satz 23: Multipliziert man die Elemente einer Zeile ( Spalte) mit den adjun- 
gierten Unterdeterminanten der entsprechenden Elemente einer anderen Zeile 
(Spalte), so ist die Summe dieser Produkte gleich Null: 


N” 
2,9, A = Io As=d,: TB: (6,12) 
Gleichung (6,11) und (6,12) können wegen (6, 5) auch in folgender Weise zusammen-. 
gefaßt werden: 


> Ar As Z »> Ayr Ays 3 Örs | DE . (6,13) 
v=1 v1 


Für die Determinante einer Diagonalmatrix gilt folgender 

Satz 24: Sind alle Elemente auf einer Seite der Hauptdiagonalen Null, so ist 
die Determinante ihrem Wert nach gleich dem Produkt der Elemente der Haupt- 
diagonalen. u 


d,0 0 
Beispiel: D=(0 da |), JD|= dr’ des Ag - (6,14) 
0 Az | 
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Die Determinante der Einheitsmatrix istl: |&|=1. (6,15) 

Wegen der Vertauschbarkeit der Faktoren in einem Produkt von Zahlen gilt 
|AB|=|BU], (6,16) 

und es ist AB|=14|-|%|. (6,17) 


Satz 25: Die bezüglich eines beliebigen ihrer Elemente gebildete Abgeleitete 
einer Determinante ist gleich der Unterdeterminante des betreffenden Elementes: 
Sindi in4A= | Qik j die a alle Funktionen von einer Variablen x,sokann man schreiben: 


dA _ 9A day da | 
de da dx Br (6,18) 
Die Summe erstreckt sich über n2 Glieder i,k=1,...,n. Z.B. ist mit 
dag: 
4 ax für n=3 
da |u nr dıs 4 O2 ıs %ı 92 Is 
iz |%aı @e2 es Ag U oT | Ay A 


Az Ga Os az VUgg Ws 
Entprechendes gilt für höhere Ableitungen. 
Wegen der Beweise der Sätze 14 bis 25 sei auf die Lehrbücher über Determinanten 


verwiesen (S. Literaturverzeichnis). 


7. Das Adjunkten-Produkt 
Nach (6,13) war y 0,4Am = 6#| WU. 
v=1 


Ist nun die Matrix X = (ax) gegeben, soläßt sich durch Bildung der entsprechenden 
adjungierten Unterdeterminanten Ai, der Determinante | A| die Matrix (A:r) bilden. 
Nach dem Produktsatz (4,3) ist 


(ax) - (Air) = 5 z dis An) . 


Werden in A; Zeilen und Spalten zur Matrix W;, vertauscht, so stellt («| u ) 
eine Produktmatrix dar und zwar ist 


(a) (Wi) = | 2.0 Au) =-&%|U. (7,1) 
1 2:3 
Beispiel: Es sei p) ( 4 ) ‚ |Xl=18, 
265 
dann ist 
14 -13 10\ 14 8 -Ii0 
(Ax) = 8 -1 -2) und (Au)=(Au)=|I-13 — 8], 
(5 8 =) | 10-2 - ) 


2 Pupke, Matrizenrechnung 
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daraus folgt 


18 0 0 100 
(au)-(Au)=| 018 0)=18[0 1 0)=18.€,. 
| 0 018 001 


8. Untermatrizen und Übermatrizen 


Der Bildung von Unterdeterminanten ist analog die Bildung von Untermatrizen. 


Definition 15: Eine Matrix, die durch Unterteilung einer vorgegebenen 
Matrix — (durch horizontale und vertikale Striche) - entsteht, heißt Untermatrix. 
Die Elemente der Matrix sind dann selber Matrizen. Eine Matrix von Matrizen wird 
auch Übermatrix genannt. So kann z.B. die Matrix 


447 O2 Az 
AU=|(0, Gy 3 | 


Oz] (gg (gg 


Untermatrizen können addiert werden, als ob sie Elemente einer Matrix wären. 


2053 KON 5 1 
Beispiel l: 0 2 8s)+-lo 4-2] = 8) + 46, 2 


Pe: „Ele 
-(2& 9)--( “ N) 
6 6:6 ı 1:1 


Die Multiplikationsregel (4,3) bleibt auch erhalten. 
Sind z. B. Ur, Bir Matrizen (,k=1,2), so ist das Matrizenprodukt 


(gr (Sn =) - (z >) W, 8.) - (gr 8,1 + U, Byı A,ı Bir er U. Se) R (8 1) 
21 U 21 2>P A,ı Bu 2: Up Baı . U Bi + Un Ba 


Voraussetzung für die Existenz des Produktes ist, daß die W;, ‚B ‚„ verkettet sind. 
Ist U = Un Des B= Ben, „gegeben, so kann z. B. U durch n—1 Vertikallinien 


in W,, L,. ..., Un unterteilt werden und es ist 


A WM:... iM): (8,2) 
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Um AB bilden zu. können, muß daher B durch »—1 Horizontallinien in 
Bi: Bas ---» DB. unterteilt werden und es ist 


8-[2:1 (8,3) 


AB und WE +WB,+.:. +UBn sind dann identisch, da SI W,B,; nur auf- 
geteilt wurde. ä 


103 2 1 
Beispiel 2: Es sei Y=|2 4 1) und B=|0 3). 


Dann ist nach Unterteilung 


Saw, 
AB=-(2:4:1)-.|0 3 
3:1:0 


1 0 8 
= 2) (2 1)+ () -(03)+ () a4) 
3 1) 0 


en op me 3a /ıM Ad 
-[4 2\+loı2\+[a ı)l=[sıs). 
6 3) \o 3 00) \6 6 


Zu demselben Ergebnis kann man auch durch folgende Unterteilung kommen: 


„uunaasn-. 


Beispiel 3: 


--nnnnnana- eur an nenn - - Home ena mean maenen nenne aetmmn une nmnennnen 


[la ıas r 4 J/I=| 815]. 
66 


(6 6)+0 


.nonwnumnrnenureunne VO N .ororaneneune 


"Wir betrachten nun den allgemeinen Fall. Gegeben sei die Matrix A,n)- 
 »Den Index m spalten wir in die beiden r und o auf; und zwar wird die Zahlen- 
reihe m=1,2,3,.... zunächst in Gruppen mit den Nummern r=1,2, ... zu je 
91>9Ja» ++» 97, ... Zahlen geteilt und es werden die Zahlen jeder Gruppe mit 
o=1,2,..., 9r, durchnumeriert: 
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In gleicher Weise wird der Index r in s,o mit den Teilungszahlen 91, Gar » ++ Gay su. 
aufgespalten. 


Das Element der Matrix Um,n) = u “) kann dann als Element einer rechteckigen 
Matrix 


e 


AT” A13” Alu” 


ig 
NENEN zer Ba de (8,4) 
(7,3) 4(r:3) (i 

Ay,ı Ag, 2 au: 


von gr Zeilen ad 9; Spalten .aufgefaßt werden und Am,n) stellt dann folgende 
Übermatrix dar: 

AD Ya... | 

A = (A0-9) — (u 22) ... ) (8,5) 


Die X sind die Untermatrizen (auch Teilmatrizen). 


Sind zwei Übermatrizen Y und B mit den Teilungszahlen 9,, FA und gL, gs gegeben, 
wobei also die Spaltenteilung von WA mit der Zeilenteilung von B übereinstimmt, 
so ist das Element des Produktes 


ABM SX "Sal DE = (I UN BN),e; (8,6) 
 v» u y 
damit wird AB = (Ur9). (BI) = (TAN BERN) (8,7) 


eine Matrizenmatrix mit den Teilungszahlen gr, ge. 


Sind die Zeilen und: ‚Spalten einer Übermatrix in derselben Weise eingeteilt, 
d.h. ist 9 — gr, und sind für r #s alle Yr-» = 0, so spricht man von einer Stufen- 
matrix: 


| Um: 0 u 
Bi u (ar) Örs) = ( 0 Ya) .. ) . (8,8) 


Die Stufenmatrix ist eine Verallgemeinerung der Diagonalmatrix. 


Es bestehen nun folgende Sätze: 
Satz 26: Sind X, 8 zwei Stufenmatrizen mit gleichen Stufen, d.h. 


A-hH=9 n=n=9 und WI-ANH, BI BN dr, 
so ist AB wieder eine Stufenmatrix derselben Art: 
(UN 67) BO 6) = (UN BN dr). (8,9) 
Der Beweis folgt aus Satz 12. 
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1 2:00 2-3:0 0 
Ben ai 3 4:00 14:00 
Marz 00-54] 10 0:73 
00:21 002 6 
12\ (2-3 0 0 
el I 
160 00% -5 4\ (13 
0 0 2 1) \-2 6 
45 00 
[1700 
10039 
00012 


Satz 27: Ist M eine beliebige Matrix und X eine Stufenmatrix mit der Stufen- 
größe gr, wie (8,8), so kann man die Zeilen von M ebenfalls nach je g,, die Spalten 


nach beliebigen Zahlen gs abteilen. Es wird dann nach (8,7) a 
AM = (UN ME): . (8,10) 
analog ist | MA = (MI AN). (8, 11) 


Da die Elemente selber Matrizen sind, sind sie im allgemeinen nicht vertauschbar. 
Satz 28: Ist in (8,10) bzw. (8,11) an ein Vielfaches der g,-dimensionalen Ein- 
heitsmatrix 
AN—=an. Cgr 5 
so ist A) mit Mr vertauschbar: | 
= [UM] = UM— MU = (ad — a9) Mr») 
(aN+a9 fürrts). 


Der Beweis folgt unmittelbar aus Satz 11. 


(8,12) 


9. Der Rang einer Matrix 


Es seien folgende Definitionen vorangestellt: 

Definition 16: Unter dem Rangr einer endlichen (nicht notwendig quadrati- 
schen) Matrix X versteht man die Zahl 0, wenn Y= 0, und die größte unter den 
Gradzahlen der von Null verschiedenen Unterdeterminänten von Q, falls W+ 0 ist. 

Definition 17: Unter dem Defekt d einer quadratischen Matrix- der Ord- 
nung n versteht man die Differenz d=n—r. - 

Definition 18: Eine quadratische Matrix heißt singulär enEBrIee), wenn 
|X]=0, und regulär (nichtentartet), wenn |X|+0. 


123 

Beispiell: Essei A=|-1 0 2], 
010 

dann ist AO (U ist regulär), r(W) = 3, d(Q) = 0 
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| | 129 

Beispiel 2: Es sei U=|2 0 2], 
3-2 -5 

dann ist |@|= 0 (N ist singulär), r(M) = 2, 4W)=1. 
i12 3-1 

NEESE IE SUER {246-2 

‚Beispiel 3: Es sei U= 12231]: 

0000 


dann ist | A| =0 (X ist singulär), r(W) =1, 4) =3. 

Es gelten dann folgende Sätze: 

Satz 29: Für den Rang r einer Matrix Um,n) bestehen die Relationen 

0er MW =m,O<rW)=n, 

r = 0 ist laut Definition 16 gleichbedeutend mit YW=0. 

Satz 30: Der Rang einer singulären Matrix der Ordnung rn ist r <n, der einer 
regulären r=n. 

Der Satz ist eine Folge de Definition 18. 


Zur Feststellung, daß eine vorgelegte Matrix Y den Rang r hat, genügt es zu 
zeigen, daß alle (r + 1)-reihigen Unterdeterminanten von X verschwinden und eine 
r-reihige von Null verschieden ist. Der Nachweis gestaltet sich im allgemeinen. 
einfacher, wenn man sich folgenden Satzes bedient: 


Satz 31: Der Rang einer Matrix bleibt bei den drei Umformungen erhalten: 


1. Vertauschung zweier Zeilen (oder auch Spalten), 

2. Multiplikation aller Elemente. einer Reihe mit demselben von Null verschie- 
denen Faktor, 

3. Addition einer mit einem beliebigen Faktor multiplizierten Reihe zu einer 
parallelen Reihe. 


Der Satz ist eine Folge der Sätze 16 bzw. 18 bzw. 21. 

Satz 32: Der Rang einer Diagonalmatrix ist gleich der Anzahl der von Null 
verschiedenen Elemente der Diagonalmatrix. | 

Nach (6,14) ist |D|=d,,, dag -- . dun=#0 eine n-reihige Determinante. Es ver- 
schwindet aber jede (n-+1)- reihige Determinante, weil sie mindestens eine aus 
‚lauter Nullen bestehende Reihe enthalten muß, d.h. esistr=n. 

Wie ünten gezeigt wird, läßt sich eine Matrix X auf die Diagonalform bringen, 
so daß Satz 32 erweitert werden kann zu 


‚Satz 32’: Der Rang einer Matrix W ist die Anzahl der von Null verschiedenen 
Elemente der zugehörigen Diagonalmatrix. 

Umgekehrt kann Satz 32’ auch als Definition des Rangeg betrachtet werden. 

Satz 33: Hängen die Reihen einer singulären Matrix X durch eine einzige li- 


neare Beziehung zusammen, so hat die Matrix den Defekt 1; sind es g Beziehun- 
gen, so ist der Defekt g. - 
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Beweis: Zunächst muß der Begriff lineare Abhängigkeit erläutert werden. Es 
seien Matrizen U,, W,, ..., Un gleichen Typs gegeben und «,, &, ...., & konstante 
Größen. Dann ist die Gleichung | 


U, U, tn An = 0 (9,1) 


stets erfüllt, wenn alle; =0 #=1,2,... rn) sind. | 

Definition 19: Die W, W,...., Un heißen linear abhängig, wenn eine Glei- 
chung der Form (9,1) besteht und nicht alle « = 0 sind. Ist diese Beziehung nur 
für alle &; = 0 erfüllt, so heißen die Matrizen voneinander linear unabhängig. 

Es werde nun der Beweis für den Falld=1 erbracht, d.h. daß eine lineare Be- 
ziehung zwischen den Reihen bestehen soll. | 

Gegeben sei die quadratische Matrix 


4ı 0. dn | 
A=|' le (9,2) 
71 Inn 


Wegen der vorausgesetzten Singularität ist |A|= 0. Die Zeilen der Matrix X 
werden nun als Untermatrizen aufgefaßt: 


q, 
A=|. |. (9,3) 
Ur 
Die lineare Abhängigkeit wird dann durch die Gleichung (9,1) ausgedrückt; die &; 
sind Konstante # 0. | 
Die einzelnen Summanden können nun folgendermaßen geschrieben werden: 


U, = (&aı1 --- &%ı%n) 


(9,4) 
a) = (%,%nı .. On) 
(9,1) wird daher 
| 2% 0,1.» > % am) Per 0, (9,5) 
also ist ”,u=0, (=l,...,n. (9,6) 
v=1 i 
Nun ist nach (6,11) |Al=23A,nui=0. (9,7) 
v=1 
Aus (9,6) und (9, T)folet Em Aunm=0. (9,8) 
j vl 4 v—1 


Da «,#0, so folgt Au #0. 
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Die A,; sind aber die adjungierten Unterdeterminanten (2-1)-Grades. Mithin ist 
der Rang von W 
(A) = n-1, d.h. der Defekt dit AM =1. 


Über den Rang eines Produktes gelten folgende Sätze: 


Satz 34: a) (Invarianz des Ranges.) Ist eine Matrix ® quadratisch und |8#+0, 
so ändert sich der Rang einer regulären Matrix W nicht, wenn X mit B multipli- 


ziert wird: 
AB = EM =rM; (9,9) 


b) Ist B beliebig (und auch X beliebig), so kann durch Multiplikation mit B der 
Rang nur verkleinert werden: 


r(AB)<r(A), (9,10°) 
(BA) =r A. . (9,10°) 


Beweis: a) Nach Voraussetzung ist |X|+0 und |B|#+0. Ist n die Ordnung von 
A bzw. 8, so ist nach Satz 30 r(A) = r(B) =n. Da nach (6,17) |UB|= |X|.|8|#0, 
AB aber auch die Ordnung » hat, so folgt (9,9). 

b) Ist |[AJ#0 und |8|=0, so ist r(M) =n, r(B)<n; da In 0, so ist 
(AB) <n, d.h. es gilt 9, 10’) bzw. (9,10). Ist auch (A| = 0, so ist ebenfalls 
r(AB)<n. | 

Satz 35: Der Defekt des Produktes zweier Matrizen ist mindestens gleich dem 
Defekt eines der beiden Faktoren und höchstens-gleich der Summe der Defekte 
beider Faktoren. 


Beweis: Ist n die Ordnung einer Matrix X bzw. B, so ist wegen d=n—r 


0O=<d=n. (9,11) 
Nach Satz 34 war r(AB)<r(A); 
andererseits ist aber r(8)=n. Daher folgt 
(AB HRnerW+rB), | (9,12) 
oder n— AB) en — rAÜ) Hn—r(B), 
d.h. KAB) <= AU) + dB). (9,13) 


Wegen (9,11) kann d(W) bzw. d(®) gleich Null sein, so daß d(U®) mindestens 
gleich dem Defekt eines der Faktoren wird. 

Satz 36 (Syıvester-Gesetz): Ist das Produkt zweier quadratischer Matrizen 
Null, so kann die Summe ihrer Ränge die Ordnung nicht überschreiten. 

Beweis: Ist WB = 0, so folgt | AB | = 0 undr(AB) = 0, daher ist wegen (9,12) 
(M+rB)=n. | 

Satz 37: Ist das Produkt zweier quadratischer Matrizen Null und ist W=+0, 
B-+0, so sind Yund 8 singulär. 

Wegen Satz 36 ist (U) + r(®)=n, d.h. es muß sowohl r(W) als auch r(®) <n 
sein, d.h. aber Yund ® sind singulär. 
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Beispiel4 (zu Satz 36 und 37): 
Iın 3 48 
EssiA=|2 2 2]und®=|[-2 -1 -1|, 
555 ers 
dann ist |X]=0,|8]=0, AB =0, (A) =1, r(®) = 
und r(AU -+r(B) = 


Über die Produktdarstellung singulärer- Matrizen gilt folgender Satz: 

Satz 38: Eine quadratische Matrix X der Ordnung » und des Ranges r kann 
dargestellt werden durch A = BE, wobei B die Ordnung (n, r) und € die Ordnung 
(r,n) hat. 

Der Satz ist eine Folge von Satz 8. 


| 129 
Beispiel 5: -AU=|2 0 2 
3-2 -5 
hat den Rang r(W) = 2. Sie kann daher dargestellt werden durch das Produkt 


12 | 
1071 
3 2/62) / 23) 


10. Ieziproke. Matrizen und Division 


Definition 20: Zu einer jegnläreh Matrix A(|W]| +0) gibt es eine eindeutig 
bestimmte reziproke oder inverse Matrix W-!, so daß 


A1.A=E (10,1) 
ist. Dann folgt | | 
Satz 39: Liegt eine singuläre Matrix vor ( A| = 0), so kann keine Reziproke 
existieren. 
Denn wegen (10,1) und (6,17) ist 
a (10,2) 


- 


unvereinbar mit |W] = 
Satz 40: Der Wert ee Determinante der Matrix W-! ist der reziproke der 
von U, d.h. 


IT| = U", (10,3) 
da |&| =1 ist. | 
Satz 4l: Es ist (AHI=-N. (10,4) 
Denn setzen wir in (10,1) X statt W-!, so ist | 
(A--1.Y1=- € 


und: Multiplikation von rechts mit X ergibt (10,4). 
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Satz 42: Gilt (10,1), so gilt auch 


AAT=E. (10,5) 
Denn multiplizieren wir (10,1) von rechts mit A-1, so ist 
ATAAI-IT 


und dies von links mit der reziproken von A-1 nach (10,4) multipliziert, ergibt 
(AI) A-IAN-1 = (A-1)-1 A; 
da (A-!)19-1= €, so folgt AA1=E, (10,1) 


d.h. reziproke Matrizen sind miteinander vertauschbar. 
Satz 43: Zu WU gibt es nur eine reziproke Matrix. | 
Angenommen, es wäre Y-W!= Eund X- W;! = E, wobei X;! und W;! die beiden 
Reziproken wären, so muß sein: 


AAT—Ü)=0. 
Durch vordere Multiplikation mit 7! wird 
AA U! =-W10=0 


oder Er H- MI-W=0, 
d.h. At U. 
Satz 44: Die Reziproke des Produktes AB ist gegeben durch 
(AB) BIN, (10,6) 
Beweis: Es ist (AB)-1. AB — UB (AB)! - €. 


Durch vordere Multiplikation mit W-1 wird 
ALAB(ABI-AIE, 
und weitere vordere Multiplikation mit B-! ergibt 
BAAR (AB)1- BINIE, 


d.h. aber es gilt (10,6). | 
Liegt ein mehrfaches Produkt vor, so gilt 


EA BAAAABC-E (10,7) 
und (ABE +.) ... CIB-IN-. : (10,8) 


Die Bestimmung von W-! ist gleichbedeutend mit der Auflösung der linearen 
Gleichung | 
| AX=E, (10,9) 


da im Falle der Lösbarkeit X = X! ist. 
Wegen (10,9) ist |1]-|&|=|E|=1. (10,10) 
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Wenn wir eine Matrix X gefunden haben, die der Gleichung (10,9) genügt, dann 
muß ihre Determinante die Gleichung (10, 10) befriedigen. Daraus folgt, daß (10,9) 
unlösbar ist, wenn |A| = 0 ist. 

Um die Lösbarkeit von (10,9) zu untersuchen, sei 


A - (ai) nn) und X= (Zi), n)> (10,11) 


dann ist AX -( Ta a) ; (10,12) 
vl: 

Da nach (10,9) die Matrix (10,12) gleich & sein soll, müssen die Elemente der 

k-Spalte von (10,12) alle verschwinden bis auf das %., das gleich 1 sein muß. Das 

gibt für ein festes k die Gleichungen 


Or %ır + pa Xu + *** + Arm &nk = Ölk, (10,13) 


Anı Cr + An? %2u + *** + nn Unk = Önk , 


0 für: #% 
1 füri=k. 


Das ist bei festem %k ein System von n linearen Gleichungen mit den » Unbekannten 
%iky..-, Ink. Da | air | + 0 ist, ist (10,13) lösbar, und zwar gilt nach der Crauzrschen 
Regel, wenn A. die adjungierten Unterdeterminanten von a; in der Determinante 
a: sind (= Unterdeterminante x (-1)'+?): 


mit Öik == { 


li=sl,...m. (10,14) 


. Damit ist die Matrix X (10,11) bestimmt. Nach (10,14) lassen sich nun die Elemente 
der Matrix W-! berechnen. Setzt man W-1=®B,so hat man zu beachten, daß das 
Element 5; mit Hilfe der zum Element au gehörigen adjungierten Unterdeter- 
minanten gebildet wird (vgl. auch (7,1)). 

Besonders einfach wird die Bildung der Reziproken im Falleeiner Diagonalmatrix. 
Wegen | D \n,n) = dir das - - - * dmn wird das Element der reziproken Diagonalmatrix 
gleich dem reziproken Element selbst 

= 1 
dır = a 

Eine eigentliche Division ist in der Matrizenrechnung nicht definiert. Sie kann 
‚aber als Produkt mit der reziproken Matrix angesehen werden. 

Da die Multiplikation nicht kommutativ ist, so kann man fragen: 

1. Gibt es eine Matrix X, so daß AX = 8 ist? Ist \ nicht singulär, dann kann man 
beide Seiten von links her mit W-! multiplizieren und erhält wegen W1.U = €: 


=-A1.8. (10,15) 


28 2 Elemente der Matrizenalgebra 


2. Gibt es eine Matrix 9, so daß YA = 8 ist? Multipliziert man diese Gleichung 
von rechts her mit W-!, so wird: 


Y=-B-M. (10,16) 
Im allgemeinen it +9. 


Beispiel: Es sei 
1 2 2 6 2 0 
"25 8-0 6 3) 


dann ist |Al=4, |8|j=2, |€Ü]= 
2: : AZ 2) ‚ G 2) SR Re D 
jun 2 GER: I, = 
nach (10,14) A (% y)’ B % 1)’ GC 1) 
wegen (10,3) |U]=|U=%, 181-8 =%, [E]=]E=%, 


rg ER Ju Be HE u 
5 (4 0 Des DK DA N-e 


RES En 


in Übereinstimmung mit (10,1). 
Weiterhin ist (vgl. (10,15)) 


IN 
IE EVER Re) 
also BED, 


11. Die Spur einer Matrix 


Definition 21: Unter der Spur 8p einer quadratischen Matrix X = : (ir), er 
versteht man die Summe ihrer Diagonalelemente: 


Sp (A) > au. (11,1) 


Dann gilt 
Satz 46: Die Spur der Summe zweier Matrizen ist gleich der Summe der Spuren 
der beiden Matrizen 


Sp(AHB)=- SPA+SPB; (11,2) 
denn nach (32) ist Sp(U+B) -Z (au + bi) =S au + > bü. 


Satz 47: Die Spur des Produktes von zwei Matrizen ist unabhängig von der 
Reihenfolge der Faktoren. 
SP(AB) = Sp (BA), (11,3) 
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oder nach (4,9) SP[A,B2]=0; (11,4) 
denn es ist, wenn AB =( wegen (ax) : (bis) = | >> dir bu) = (Cie), 
=, v=l, ; 


Sp(AB)-Iw= 2 (> abi) -2 (2 by: 0) = SPA. 
ti=1 i= 


Yyzı v=1 


Weiterhin folgt aus (11, 2), daß die Spur der Einheitsmatrix gleich der Anzahl der 
Eins-Elemente ist: 


SPEo=n. (11,5) 
Aus (11,3) folgt, daß SP(ABA-!) = SP ist. (11,6) 
Die Spur einer rechteckigen Matrix ist nicht definiert, wohl aber die Spur eines 


Produktes zweier rechteckiger Matrizen, sofern die entstehende Produktmatrix 
quadratisch ist. Existiert sowohl AB als auch BW, so besteht wieder Gleichung (11,3). 


| 2 /0 1 
Beispiel: Es sei U= (3 : ı) ,„ B= E ) » 
| 2 0 
BR {12 9 en 
dann ist AB = und B4A=I(15 6 25], 
. SE. \246 
also SP(AB)-15, SP(BW-=15! 


d.h. es ist (11,3) erfüllt. 


.12. Differentiation und Integration einer Matrix 


Hängen die Elemente einer Matrix von einem Parameter ab, so kann die Ab- 
leitung nach dem Parameter folgendermaßen definiert werden: 


Definition 22: Unter der Ableitung einer Matrix A= (a;;) nach x versteht 
man die Matrix, deren Elemente die Ableitungen der Elemente von WU nach x sind. 


dU dd d 
Te m) = (ae) (12,1) 


Aus der Definition folgt unmittelbar für den Differentialquotienten einer Summe: 


d a d d 
Der Differentialquotient eines Produktes ist gegeben durch 
d d. = d | , 
zZ AB)=- U, 8.48: (12,3’) 
d d: d, 
dagegen 15 EU) =B. Ur. 8%. (12,3) 


Es ist zu beachten, daß die Reihenfolge der Faktoren wegen der Ungültigkeit des 
kommutativen Gesetzes innegehalten werden muß. 
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i 3 d 'd 
Es ist speziell de E=0, 7z0=°: (12,4) 


Daher ergibt sich für den Differentialquotienten einer reziproken Matrix wegen 
(10,1), (12,3) und (12,4) 


d | d d 
ZAIN-WIZANHLUN-0 


dar. dd iz 
oder da 1- —% ZA . (12,5) 
Ist speziell der Parameter die Zeit t, so wird die bekannte Darstellung gewählt. 
d B EN 
Ha=U (12,1’) 


Ba age ‚ [sos« sin« pm __feost cosa\ 
Beispiell: Es sei u (dur a und Be el 


nl - / 0 0 s _ (-sint 0\ 
Ban A= (_ sint cos ) Er ( cost 0) s 
Nach (12,3°) ist 
z d . B- j 
2 (AB) = Er sin ,) ( sin t 0) er | 0 0 I cos a 


cost sint cost 0 -sint cosi)\sin! sin« 
_ (sin («—1) 0) 0.0 eh 
En ) ) + A a 


Die Differentiation des Produktes nach (12,3’) läßt sich umgehen, wenn erst das 
Produkt C = WB gebildet wird und dann € nach i differenziert wird. 


_grm _ [cos« sin«\ [cost cosa\ /(cos(@—!1) 1 
‚Also €-=-UAB- a ee t sin I z | 1 cos a) 
dE /sin(a—t 0 
daher du” | S sin a zo u 02 


Analog Definition 22 ist auch die Integration definiert: 
Definition 23: Unter dem Integral einer Matrix X = (ai,) versteht man die 
Matrix, deren Elemente durch Integration der Elemente von Y entstanden sind: 


b b b 
SAdz -/ (ax) da = (fax de). (12,6) 
Beispiel 2: Essei Y- = e =: 
; \sınt sın« 


2 n]2 


ars [eos ade Joostdi “ os j 


. , e 0 sei 
dann ist Hd YUd= “2 er = 


Jsin tdi ‚Ssin a dt 
) 0 


1 n/2.sin« 
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Die bereits besprochene Möglichkeit, den Vektor als Matrix aufzufassen, kann 
auch auf den Tensor ausgedehnt werden. Die allgemeine Definition eines Tensors 
lautet: Man versteht unter einem Tensor eine homogene Summe von unbestimm- 
ten Produkten aus beliebig vielen Faktoren, deren Anzahl Stufe des Tensors ge- 
nannt wird. Wir können daher die zu einem Tensor gehörige Matrix definieren als 
das Koeffizientenschema einer invarianten Multilinearform n-ten Grades. Die all- 
gemeine Form für einen Tensor n-ter Stufe im k-dimensionalen Raum wäre also 


Le )> Yun Un Cm: (13,1) 


Kundin 
Die a, sind dabei die Maßzahlen, die i, Einheitsvektoren. 
Es ergeben sich daraus die folgenden Spezialfälle: 
a) Tensor 0. Stufe (n = 0). T(0 wird eine skalare Größe. Ihre Darstellung als Ma- 
trix haben wir bereits in (5,10) kennengelernt: 
. IN) — ce = (cr). (13,2) 
b) Tensor 1. Stufe (2 = 1). Aus (13,1) wird 


Ü- 3 RR (13,3) 
am 

Im dreidimensionalen Fall (k = 3) bleibt also übrig 

I = air + Agig + Ayiz, (13,4) 
d.h. wir gewinnen die Darstellung als Matrix 
(TI) = U = (au), = (a 0, a5). (13,5) 
c) Tensor 2. Stufe (n = 2). Aus (13,1) wird 
= 3 Eu ng I Üng> (13,6) 
Kyla=l 


d.h. wir haben das unbestimmte Produkt zweier Vektoren gewonnen. Unter 

Bezug auf die Zweizahl der Vektoren bezeichnet man es als dyadisches Produkt 

(oft. auch geschrieben (a,; a,)). Dann heißt die Summe beliebig vieler .dyadi- 

scher Produkte (13,6) Dyade. 

Es sei bemerkt, daß. I keine reale Existenz besitzt, sondern nur symbolische 
Bedeutung hat und erst in Verbindung mit einem Ortsvektor t die lineare Vektor- 
funktion bildet: 

r’=r.T%, 


So betrachtet, kann T® als Operator aufgefaßt werden, der die affine Abbildung 
des Raumes Ki in den Raum X’ vermittelt. 

Bezieht man in einer Dyade alle Vektoren, die als Links- oder Rechtsfaktoren 
auftreten, auf dasselbe Dreibein i, j, T als Basis, so treten bei Ausführung der 
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dyadischen Multiplikation die dyadischen Produkte je zweier Grundvektoren auf. 
Die Dyade IT” kann daher in folgender „Neunerform‘‘ geschrieben werden: 


9-0 - aulitaniitanit 
+ Ali tagiit ai (13,8) 
+ Ay titagtjitazstt 


Für dyadische Produkte gilt das kommutative Gesetz nicht. 


Die Schreibform (13,8) ist umständlich, bei umfangreichen Rechnungen leidet 
die Übersichtlichkeit. Deshalb wird (13,8) als folgendes Schema geschrieben: 


(13,9) 


Am Rande links werden die in der Dyade (13,8) links stehenden Einheitsvektoren 
(die ‚‚Antedezenten‘), am Rande oben die rechts stehenden Einheitsvektoren (die 
„Konsequenten‘‘) angegeben. 


(13,9) kann nun als Matrix V = (ax)(s,s) aufgefaßt werden, wobei die Maßzahlen 
die Elemente der Matrix sind. Ihrem Wesen nach ist die Dyade mit der Matrix (3,3) 
identisch, nur in der Form sind beide verschieden. 


Die Zurückführung der Dyade auf Matrizen stellt eine wesentliche Erweiterung 
des Matrizenkalküls und seines Anwendungsbereiches dar. Es sei noch bemerkt: 
Enthält ein Tensor Komponenten, die durch komplexe Größen dargestellt werden, 
‘dann nimmt er eine noch allgemeinere Form an und wird Spinor genannt (vgl. 
auch komplexer Vektor = Bivektor, komplexe Dyade = re ..). Ähnliche 
Überlegungen gelten für Tensoren höherer Ordnung: Triaden, . 


14. Transponierte Matrizen 


Definition 25: Die aus einer (m, n)-reihigen Matrix (a:.) durch Vertauschen 
ihrer Zeilen und Spalten entstehende (n, m)-reihige Matrix (a«) heißt die trans- 
ponierte (oder gestürzte) zu (ax). 


Bei Verwendung der Bezeichnung X für (ax) wird (a4) mit X bezeichnet: 


— (Qi), = (ar). (14,1) 


1 3 
en, | - {1214 
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Insbesondere ergibt sich für Diätonalmiatizei daß wegeni = k sie mit ihrer trans- 
ponierten übereinstimmen: . 
D=D. (14,2) 


Speziell ist auch E=E. (14,3) 


Satz 49: Es gelten folgende Beziehungen: 


A+B-U+B; (14,4) 
AB = BU; (14,5) 

A = (WM; (14,6) 
|2=1%]; (14,7) 
AA. (14,8) 


Beweise: 


1. (14,4) folgt aus (3,1): W+ ® = (am + bu) = (am) + (bi). 


Bla , 2 | _f# 0\ 
Beispiel2: Es sei 1-(5 o)wdß=-(] er 


I 


NE 61 — [2 3\ a _f4 1 
dann ist 1+8-(, : i-() 0). & (6 3); 
net .. 0 ee 
IHB-(] z)-U+48. 

2. Der Beweis für (14,5) ergibt sich folgendermaßen: Das Element ; der :-Zeile 
und %-Spalte von AB ist nach (4,3) cx = 2 a,b,x, also steht ci, in AB in der 
k-Zeile und i-Spalte. Das an gleicher Stelle stehende Element aus BU heißt 
SD b,24,= Ciz, weil infolge der Vertauschung von Zeilen und Spalten bei Wund 3 
jetzt der 1. Index die Spalte und der 2. die Zeile angibt. 

‚Mit der Vertauschung der Zeilen und Spalten wird auch die Ordnung der Matrix 


umgekehrt. Sind Y und B rechteckige Matrizen und läßt sich das Produkt AB 
bilden, so kann wegen der Anpassungsbedingung nur BU gebildet werden. 


‚Beispiel3: Es sei A = 6 2 8-(0 ); 
una =... 8 a _f3 0 
dann ist U -(9 ı) ‚, B= (1 2) > 


5 9 au [3 9 
m IF 1) UB - ir 1) - F n)- 
3. Multipliziert man Gleichung (14,6) links oder achte: mit X, so ergibt sich für 
die linke Seite der Gleichung-nach (14, 3) und (14,5): 


MI-IT =-€=-6, 


3 Pupke, Matrizenrechnung 
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für die rechte Seite der Gleichung nach (10,1): 
| (MIA-E, 
d.h. es folgt (10,5). | 
4. Gleichung (14,7) folgt aus Satz 14. 


5. X bedeutet zweimalige Ausführung des Vertauschens von Zeilen und Spalten, 
führt also zu U zurück. 

Schreibt man nach (8,4) bzw. (8, 5) eine quadratische Matrix als Übermatrix 
mit den Diagonal-Teilungszahlen 9s, 


\.@ =1,2, ..., gr. 
ae (8) (,) _ [ Js) 1% u... Gr | 
A (a 9). ur (ww). ee (14,9) 
so sieht die transponierte Übermatrix folgendermaßen aus: 


a (ae) -(), ID. (14,10) 


15. Symmetrische und schiefsymmetrische Matrizen 


Definition 26: Eine Matrix Y= (ax), die für alle 2 k gleich. ihrer transpo- 
nierten U = lan) ii ist, heißt symmetrisch: . 


A-U. (15,1) 


Symmetrische Matrizen sind notwendig quadratisch. 
| _ 2 238 
Beispiell: A=-UA=|1 0 4). 
Das Produkt zweier symmetrischeı Matrizen ist im allgemeinen nicht symmetrisch. 


2 a _f4 5\ 
Beispiel2: Essei Y-W- 5 ;) und 3-3-( > 


i 14 170.0 
u ist AB = er 28) +UB;. 
dagegen gilt | 
Satz 50: Die Reziproke einer symmetrischen Matrix ist symmetrisch. 
Beweis: Nach Voraussetzung ist \= W. Dann folgt wegen AA-1=€= €: 
AU = 6; i 
vordere Multiplikation mit W-! ergibt 
AAU-I!-MIE-EN!, 
d.h. 1-1. (15,2) 
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Beispiel 3: Es sei A= 6 )- U 
es ar I. a2\ 1 5-2 
ar-ı _[* — EL. 
dann ist B) 6 5) = (2: ’ 2 


Definition 27:. Eine Matrix, für die ax = 0: für + k ist, heißt schief. 
Ist ax = -ax: für alle :, k, so verschwinden alle Elemente a der Hauptdiagonale 
und die Matrix wird als schiefsymmetrisch bezeichnet: 


A-—U. - 6,3) 
Ba 1 23: = 
Beispiel4: u-(5 ;) ist schief. 
ZT 05 N ; 
B eispi el5: A = e 9 0) ist schiefsymmetrisch. 


Auch schiefe und schiefsymmetrische Matrizen sind notwendig quadratisch. 

Über die Reziproke einer schiefsymmetrischen Matrix gilt 

Satz 5l: Die Reziproke einer schiefsymmetrischen Matrix gerader Ordnung 
ist auch schiefsymmetrisch. 

Beweis: Es sei W= (ai), eine schiefsymmetrische quadratische Matrix; da 


nach Voraussetzung Y = — A ist, folgt 
= 17 [. 


‚Ist » ungerade, so ist a] —=0, d.h. es existiert keine Reziproke. Da AIA- €, 
wird -W-1V = €. Hintere Multiplikation mit U”! liefert 


-HAAAI-ENI=- NIE, 


d.h. es ist " | 
1 = 7-1 . (15,4) 
Beispiel6: Es sei a-(° Er » 
1 0) 
=” —1 —1 
dann ist = © 0) = (1 0) 
I. 0 1 RR —1l > 0 —1l 
und u-(] oh p) -6 > 


Satz 52: Jede beliebige Matrix X ist darstellbar als Summe einer 'symimetri- 
schen ©- und einer schiefsymmetrischen Q-Matrix: 


A=-SHD. (15,5) 
Beweis: Nach Voraussetzung ist © = &, Q=-—0D. Daher wird: 
A-5+9Q2-6—0. 
Also folgt S= A Q= en (15,6) 


3% 
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16. Konjugiert komplexe Matrizen 
| De finition 28: Sind die Elemente einer Matrix X = (ai) komplexe Zahlen, 
so heißt konjugiert komplexe Matrix diejenige aus W entstehende Matrix, bei der 


jedes Element durch die konjugiert komplexe Zahl ersetzt wird: Die konjugiert 
komplexe Matrix sowie das Element werden mit * bezeichnet: 


= (a*) : (16,1) 


Satz 53: Es gelten folgende Beziehungen: 


(U + B)* = Ur + Br; (16,2) 
(UB)* = Ur Br; (16,3) 
(U-1)* = (Ar)-1; (16,4) 

|A*= |]; (16,5) 
Arr U... (16,6) 


Sämtliche Gleichungen folgen. aus Definition 28, da es gleichgültig ist, ob erst 
die Rechenoperation der Summation, Multiplikation usw. der Matrizen Y-und B 
und dann die Bildung der konjugiert komplexen Werte vorgenommen wird, oder 
erst die Bildung der konjugiert komplexen Werte und als zweiter Schritt die DD 
ration der Summation, Multiplikation usw. durchgeführt wird. 


Beispiel: Es sei 


fit 34 „_f[2+i 44% 
\2+2% 4+i)’  \1+23 3+4&)’ 
‚Na 3-H\ 4 _ fi di 
dann ist (75 Az, jk Br — rn) 
3-4 7—6G\ 5, 
w+n-(; 4 7 )- HB 


x“ (-s-1n -9-38\ | | 
ar Br -( 4.21 a - a2)n 


i ee, N. 
rn lan I) E 


ur -3+5-|M|. 


17. Adjungierte Matrizen 


Definition 29: Unter der zu X adjungierten oder begleitenden Matrix ver- 
steht man die transponierte der konjugiert komplexen Matrix bzw. die konjugiert 
komplexe der transponierten Matrix; sie wird mit Vf bezeichnet. 


FAosl A = (aut) = Ur. (17,1) 
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Satz 54: Es gelten folgende Beziehungen: 


A+B=-M+B; (17,2) 
AB = BA; (17,3) 
At = (A); (17,4) 

at|= | u (17,5) 
Yt=-W (17,6) 


Die Beweise ergeben sich aus den entsprechenden Gleichungen (15) und (16). 

Die Beziehungen (17,2) bis (17,6) behalten auch für rechteckige Matrizen ihre 
Gültigkeit. Die adjungierte Matrix hat dann ebenso viele Zeilen wie die ursprüng- 
liche Matrix Spalten hat und umgekehrt. Wenn also für eine Matrix U = W! ist, 
ist sie notwendig quadratisch. | 

Die Reziproke der Adjungierten nennt man die zu X kontragrediente Matrix 


und bezeichnet sie mit J. 
Also ist A = (A)1= (At. (17,4°) 


Umgekehrt ist U kontragredient zu U. 
Ferner folgt aus (17,3) und (10,6), daß 


mit AB = C auch AB (17,7) 


ist. | Ms 
Wegen (6,3) ist |Ui=|A*r|. (17,8) 
Beispiel: Es sei 


24% Ati 1+3 3+4i 
1-3 2—% 2—i 1-2 
Rz ie 
dann ist U _— ı, d ve: 3 4) 


-6+176 -9+ 38 
4+15 12+31:)/’ 


-6—-1%5  4—15i\ 
tt “ 
BIT BIN - „(som e,; 
y_ [4-22 g_1(3+6 1-2 
ER 3446 1-3)’ "OS l48 245)’ 
un 1 /(-12+31i 4—15i\ 
Ir= Er (.9. 0: rk 


M|-|Ut-345  |8t)-]8]1--i. 
Die adjungierten Übermatrizen sehen analog (14, 10) folgendermaßen aus: 


At = (Ar 9) = (Ant, Et ae, (17,9) 
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18. Hermitische und alternierende Matrizen 
Definition 30: Eine Matrix, für die 
ar = U, (ax = a*%) (18,1) 
ist, heißt hermitisch oder „sich selbst adjungiert“, 
Die Diagonalelemente einer hermitischen Matrix sind reell; denn wenn die Ele- 


mente der Diagonale von U die allgemeine Form a + bi hätten, so hätten die ent- 
sprechenden Elemente von Wt die Form a— bi. Nach (18,1) muß daher sein: 


PER ER N 


Diese. Gleichung ist aber nur befriedigt für bh =0. 
Auch die Determinante ist reell, da das Produkt einer komplexen Zahl mit der 
konjugiert komplexen Zahl reell ist und auch die Diagonalelemente reell sind. 


Satz 55: Für eine hermitische Matrix gilt. 


| (AN- AY=-A!, (18,2) 
falls |A|+0. 
Satz 56: Die Summe zweier hermitischer Matrizen ist hermitisch, 
(U+BT- AB für A=-M,B-B. (18,3) 


Der Beweis folgt unmittelbar aus (17,2). 


Satz 57: Das Produkt zweier hermitischer Matrizen ist nur hermitisch, wenn 
Hund vertauschbar sind: 


(AB) = AB für A=-M, B= Br; [U,B]=0. (18,4) 


Der Beweis folgt aus (17,3). 
Satz 58: Jede Matrix X läßt sich auf eine und nur eine Weise in der Form 


"AU=-UW+%, (18,5) 
mit hermitischen Matrizen X, und X, durch die Gleichung darstellen: 
W-HALN), W- AM). (18,6) 


‚Gleichung (18,6) ergibt sich wegen W=- (U, + U = U —iN,. 
Beispiell: Essei 
(3 ı+% IE 2 
u Di 2 ) ee 2 F 


dann ist A-M, B-Bt, W|=1 |8]|=—12, 


7 3+6i 
148-048 (57 6i 4 je 


| 122  8+16\ 
8 - BA- ABI (976; . 1} 
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Definition 31: Eine Matrix, für die 
A=—U (18,7) 


ist, heißt alternierend. 

Die Diagonalelemente einer alternierenden Matrix sind rein imaginär; denn 
wenn die Elemente der Diagonale von U die allgemeine Form a+ bi hätten, so. 
hätten die Denen Elemente von At die Form «&—bi. Wegen (18,7) muß 
also sein: 

a+bi= —(a—bi), 
was nur mit a=0 verträglich ist. 


Die Determinante einer alternierenden Matrix ist bei gerader Ordnung reell, 
bei ungerader rein imaginär. 


-Beispiel2: Essei 
N- v 1+2% 
-l1-% 3 )’ 
dann ist A=-— WU, |M|-3. 
‚Satz 59: Jede Matrix X läßt sich auf eine und nur eine Weise in der Form 
AU-W+N, (18,8) 


‘mit %, als hermitischer und W, als alternierender Matrix durch die Gleichung 
darstellen: 


LAHM), W-HA-M). (18,9) 


Der Beweis ergibt sich analog Satz 52. | 
Wegen (18,6) und (18,9) ist eine alternierende Matrix das i-fache einer hermitischen 
Matrix. 

Ist X hermitisch, so folgt für die Untermatrizen 


Ar = ent, (18,10) 
Insbesondere sind die Diagonal-Untermatrizen selbst hermitisch: 


gen = yent, (18,11) 


19. Unitäre Matrizen 


Definition 32: Eine Matrix, die mit ihrer kontragredienten identisch ist, 
heißt unitär (auch hermitisch orthogonal): 


ur 


u=%. | (19,1) 
(19,1) ist äquivalent mit ut = u 
und uut=-WUu=E. (19,3) 
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Satz 60: Ist U unitär, so ist auch 
Mi, u, me, m 


unitär, d.h. es ist 


1-1, I-5, =, I-u 


‚als Folge von (19,1). 


Satz 61: Sind U, und U, unitär, so ist auch U, U, und U,U, unitär: 
(ut = UM), 0 MU =- MU)". 


Beweis: Wegen (19,2), (17,3) und (10,6) ist 


WU - wu - WU -(UN)”. 


Satz 62: Die Determinante einer unitären-Matrix ist +1: 


|uUl=+l. 
"Beweis: Nach (17,8) ist t|j=-|wW|=|ulr. 
Daher wird wegen (6,17) und (19,3) 


[up=[ujjajpe= u]. [wt=[wutl=jEj=1. 
Satz 63: Ist Weine beliebige und U eine unitäre Matrix, so folgt aus 
B=-U1AU auch B=-MIMU. 


Beweis: Wegen (19,1), (19,2) und (17,3) ist 


Bt- (UA = (AMUH- (AW-U- WWU-UMU. 


Satz 64: Ist Whermitisch und U unitär, so ist auch. 
B-U-1AU 
hermitisch. 
Der Satz ist eine Folge von Satz 63. 


Eine Umkehrung des Satzes lautet: 
Satz 65: Sind Yund ® hermitisch und gilt 


B-WIAU, 


so ist UUt mit Y und UfU mit B vertauschbar. 
Beweis: Nach Voraussetzung ist 


Bt = WA(UH-B=-UTAU; 
vordere Multiplikation mit U und hintere mit UF ergibt 

UA Ur = UUaUuU, 
d.h. UWA-AUM. 


(19,4) 


(19,5) 


(19,6) 


(19,7) 


(19,8) 


(19,9a) 
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Daraus ergibt sich unmittelbar 


WUB- BU. (19,9b) 
1 l. 
| rn» 0 ww 
Beispiel 1: Die Matrix U,= 1, mi 
| y2 Y2 
ist unitär; denn es ist 
ı 4, 
| j 7 > | 
IW|=1; “| . , r =, 
pr 
10 
Weiterhin ist die Matrix yV,= & n 


es 
(Eu 


wegen | W,| -1 und W'= & z 1 
\ -# 
Entsprechend Satz 61 ist 


| 3° 76 3 76 

u, 

| (7 ,e) 3 v6 

mit |W,N,|=1 

| 1,1 1 ı1N. 
Er | a ee 

“ Ri tr 
mit |, W,|=1. | 


Beispiele für die Sätze 63 bis 65 lassen sich mit den aufgeführten unitären 
Matrizen leicht bilden. 


‘Entsprechend (5,16) sind unitäre Diagonalmatrizen Phasenmatrizen.. 

° Vertauscht man in einer Einheitsmatrix die Spalten. oder Zeilen, so entsteht die 

Permutationsmatrix ®;r; die Indizes sollen dabei bedeuten, daß die ö-te mit der 

k-ten Zeile (bzw. Spalte) einer Permutation unterworfen worden ist. Die Permuta- 
tionsmatrix ist eine unitäre Matrix; denn für sie gilt: 

Br = Bar = Br = Br = Bü (19,10) 


mit |Q#|=—1. (19,11) 
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| 100 
Beispiel2: Es sei G,=I0 1 0), 
00,1) 

010 ie ” _ 
dann ist B5=-|1 0 0)=-2,=- Pı=- Br B, 

0.01 

|Bıl=-—1. | 
Für eine unitäre Übermatrix U = Ur) hat man 
NN YA = 2 NRrNt YRI = 6, EN, (19,12) 


wobei €) die gr dimensionale Einheitsmatrix ist. 

Liegt insbesondere eine unitäre Stufenmatrix 

| U = (UN 6.) (19,13) 

vor, so folgt aus (19,12) 
| NOYOT-UNIUN EN, (19,14) 


d.h. die Diagonal-Untermatrizen sind selbst unitär. 


20. Orthogonale Matrizen 


Definition 33: Eine quädratische Matrix D heißt orthogonal, wenn 
oder DO=-€E (20,2) 


ist, 
Betrachtet man die Elemente o;;, so ergeben sich die Orthogonalitätsbedingungen 
für die Elemente | 


A (20,3) 
0 für ik (20,3) 


> 0 0 = Oi = | 
e 


Aus (20,2) folgt, daß auch © orthogonal ist. Jede reelle unitäre Matrix ist ortho- 
gonal. Die Regeln für unitäre Matrizen können auf orthogonale Matrizen über- 
tragen werden. i 
Ist DO, und Ö, orthogonal, so ist es auch das Produkt; denn es ist 
(9, 9, [0,9 = 9, 09,9,5, = 9,5, = €. (20,4) 
Aus (20,2) folgt weiterhin für die Determinante 
|D]19]=1E]=|0P=1 
d.h. |O|=1. (20,5) 
NER: {oN. | = [0 
Beispiel: O,=| | 0) ist orthogonal, dad, =|j 
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Dann ist le, 
0,09, = 0 a) -— 6: - (20,6) 
E0,-9,6-9.. (20,7) 


Das bedeutet aber, daß die Algebra der Matrizen «© + 50D,. wobeia und b Skalare 
sind, identisch ist mit der der skalaren «+ bi. 


21. Einzelmatrizen 


Eine besondere Klasse von hermitischen Matrizen stellen die Einzelmatrizen 
dar. Sie sind folgendermaßen definiert: 
Definition 34: Eine Matrix % heißt Einzelmatrix, wenn 


"-% 9-5-9E-H=-0 (21,1) 
1st. 


Eine Einzelmatrix stimmt also mit ihrem Quadrat überein. Spezielle Fälle sind 
die Nullmatrix und die Einheitsmatrix. 
Zur allgemeinen Matrix % gelangt man dadurch, daß man in der Diagonale der 
Einheitsmatrix einige 1 durch 0 ersetzt. Die Determinante einer derartigen Matrix 
wird dann verschwinden, so daß solche Matrizen keine Reziproke besitzen. 

Es gelten nun folgende Sätze über Einzelmatrizen: 

Satz 66: Besitzt eine Einzelmatrix %, eine Reziproke, so ist sie eine Einheits- 
matrix. 

Denn wenn es zu %, eine Matrix U gibt, so daß 


d U - € 
-ist, so folgt I, =-HE-FLA- YA=E. (21,2) 
Satz 67: Ist % eine Einzelmatrix, so ist es auch E—% und umgekehrt. 
Beweis: Esist 
(E-9°?=€-25+9°=€-25+35=6-7. (21,3) 
Satz 68: Das Produkt zweier Einzelmatrizen %,%, ist dann und nur dann 
wieder eine Einzelmatrix, wenn %,, 3%, vertauschbar sind. 


Beweis: Wegen (18,4) ist die Vertauschbarkeit hinreichend und notwendig 
dafür, daß %,%, hermitisch ist. 


Sodann ist. Er u 
(3, 5)? = 9,5, 9, = 9252 = Ide- (21,4) 


 $8at2 69: Die Summe %,+%, ist dann und nur dann eine Einzelmatrix, wenn 
9%, = 0 (bzw. 3, %, = 0) ist. 

Beweis: Wegen Satz 68 ist 17 I%:,=% I, = =(, 

Sodann ist wegen %,%,= 0 auch (%; 3)?=0. 


Daher folgt. | 
(8 Tr 3.) = = 3° + 8 + I 8, 7 O2 %= 17 zn G2- (21,5) 
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Satz 70: Die Differenz %,— %, ist dann und nur dann. wieder -eine Einzel- 
"matrix, wenn %, %, = %, (oder nach Satz = h)ist 

Beweis: Nach Satz 67 ist %— %,dann und nur dann eine Einzelmatrix, wenn 

E-,—-%)=(E-%)+%, eine Einzelmatrix ist. Daher ist nach Satz 69 not- 
wendig und hinreichend, daß 


(E- 3%) 3; = 0 oder %ı I, = 3, 
ist. 


5 1 0 0\ 000 
Beispiel: %=|0 0 0 und %=-[0 10 
001 | 0.0 1): 


sind Einzelmatrizen; denn es ist 


1. I! =%: Tr ne 


2. 3, —— dı y 02° = 
000 nu 
Dannit (E-%)= ( 1 ) =-&— 7, (vgl. Satz 67), 
000 2 
00.0 
(3, 9)? = 0 x )- 3 3, = = 8, 8, (vgl. Satz 68). 
Dagegen ist | | 
100 
(Bıt 8o)?+ ( : )- %t 32 da %, 3, + 0 (vgl. Satz 69) 
100 | 
und (-3)°+ (0 -1 ) - %,— B,, da H9,+ 8; (vgl. Satz 70). 


III. Funktionen von Matrizen 
29, Potenzen von Matrizen - 


Definition 35: Ist p eine Zahl und X eine quadratische Matrix, so bestehen 
folgende Beziehungen: 


WP= AU, (22,1) 
Ar—(A-1)P (22,2) 
und Ww=E. (22,3) 


‚Auf Grund dieser analog den gewöhnlichen Zahlen gebildeten Potenzreihen gelten 
dann folgende Potenzgesetze: | 

Ar Ya — Arte (22,4) 
und (Ar)7 = UP? (22,5). 
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und zwar bei ganzzahligen p ind g für nicht singuläre, bei positiven p und g auch 
für beliebige Matrizen. 

Die Potenzen AA = WU, AAAU = W, ... heißen auch iterierte Matrizen. In Er- 
weiterung der N aus Ziffer 12 besteht die Beziehung: 


d 


ZW-Zw+ı Tate (22,6) 


und entsprechend für höhere Potenzen von U. 


Beispiel: Es sei U- i 3) » 
| = . [2 4 2 4\_ [8 20 
dann ist A? = AU = (i 5) . (i 3) = F 2) » 


te 
| 


23. Funktionen von Matrizen (Allgemeines) 


Definition 36: Ist f(W) eine Funktion der Matrix X n-ter Ordnung und sind 
&; Skalare i=(0,..., h), so heißt 


| a h 
IM =, E+, Ar +, 1 Pr, MI, W (23,1) 
v=0) 


ein Polynom von W. 

In Erweiterung von (23,1) lassen sich Polynome definieren, die Funktionen von 
mehreren Matrizen U, W,, ..., Y, die man sich als variabel vorstellt, darstellen. 
Da die Matrizen Y; i.a. nicht kommutativ sind, wird zweckmäßigerweise folgende 
Form gewählt: 


U. A) MU... (23,2). 
e 91° “Yo 
wobei ®, ....%, irgend eine Anordnung der Zahlen 1,2, ..., f mit Wiederholungen 


bildet und o den Grad des betreffenden Gliedes kennzeichnet. | 
Das adjungierte Polynom wird dann in folgender Weise definiert: 


Definition37: FA,..,W)=\ zn: 0 Ur... do; (23,3) 
j e Nr 


d.h. es gilt die Regel: In allen Gliedern von eis; kehre man die Reihenfolge der 
Matrizenfaktoren um und ersetze die Zahlenkoeffizienten durch ihre konjugierten 
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Werte. Setzt man in ff (Wı,..., Y,) die adjungierten Argumentmatrizen a; ‚ur 
ein, so erkennt man, daß das Polynom (23,3) die Eigenschaft hat, die zur Matrix 
[(Aı,..., W) adjungierte Matrix darzustellen: 


fi (A,f, 2.3 U,) = (f!(Q, .. ,‚WY))t. (23,4) 
Ist identisch in den U... U 
fi (A, .. ze Ur) Zus I (U, ...; A,) ” (23,5) 


so heißt das Polynom hermitisch; denn es ist für die hermitischen Argument- 
‚matrizen W, = U, ..., Wı=%;: 


(/ (U, BORN A,))T se fr (Ar, Bar Aty) 


— 


= (U, ...,W) 


=f (A, ...j Wr). 


Zu noch allgemeineren Matrizenfunktionen gelangt man durch Grenzübergang 


zu konvergierenden unendlichen Potenzreihen: 


B- I — im 5 % Mr; (23,6) 


.Es gilt folgender Satz: | 
Satz Tl: Ersetzt man in einer Matrizenfunktion f (U, ..., %) die Argumente 
durch | 


Bel U, GC, . .. BC" AU; C, (23,7) 


wobei & eine beliebige Matrix ist, so geht die Funktion über in 


BB) W)E. (23,8) 


Die Richtigkeit des Satzes erkennt man z.B. in den Fällen, daß feine Summe 


U, +Q, oder ein Produkt U, -W, ist; dann ist nämlich 


EIN CHEN, EC- EAU, +M)E 
und EIN CEIN,C- EAU WE 


Auch auf beliebige Funktionen können die Begriffe der adjungierten und hermi- 


tischen Funktionen übertragen werden. Sich selbst adjungiert sind z.B. folgende 
durch eine Potenzreihe mit reellen Koeffizienten definierte Matrizenfunktionen 
mit vertauschbaren Argumenten 


TE Bee PERS Euer (239) 
2; 
Speziell ist jede Funktion eines Argumentes mit reellen Koeffizienten 


h 
a8.) =; zw 


sich selbst adjungiert, wie-z. B. die Exponentialfunktion 


Ar. (23,10). 
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d.h. man.kann gelegentlich auch die Definition einer Matrix als Funktion /(W) der 
n-treihigen quadratischen Matrizen X auf Fälle ausdehnen, wo eine Darstellung 
durch ein Polynom nicht mehr möglich ist. Eine solche Reihe ist dabei so zu ver- 
stehen, daß man erst nur die Summe der ersten N-Glieder zu nehmen hat und 
dann zu untersuchen hat, ob jedes der n? Elemente der so entstehenden Matrix 
bei wachsendem N konvergiert: die aus den n? Grenzwerten gebildete Matrix gilt 
in diesem Fall als Wert der Reihe. 

Die Matrix (23,10) konvergiert stets (s. unten Beispiel 2). 

Sind Y und 8 vertauschbare Matrizen, so gilt wie bei Zahlen 


el.ed = el+3, (23,11) 


Da e =& und Aund— WU vertauschbar sind, so folgt aus (23,10), daß e”” die Rezi- 
proke zu e? ist. 
Ist X eine hermitische Matrix, so ist es auch e®. Dagegen ist e’* unitär; denn 
wegen Y—= U ist 
(Hr = eitt=el, 


Zu einer besonders wichtigen Relation zwischen Matrizen gelangt man, wenn man 
für die Funktion f(X) eine geometrische Reihe wählt: 


m=EH+AM+AL...4 Um, (23,12) 
‘Multiplizieren wir diese Gleichung mit W, so erhält man | 
SmA+E=Sm+Art!, 

woraus folgt: Sm (E- U = E— Urtt, 
Wenn nun bei wachsendem m die Matrix’ ©, einem bestimmten Limes © zustrebt, 


A”+! mithin gegen 0 strebt, so Sraaı man für diese durch die unendliche geo- 
metrische Reihe 


S-E+A+MH+..-2W 


vol 
definierte Matrix © die Relation 
S(E-U= 

oder SsS=E(E-Y!T=(E—- A. (23,13) 
(23,13) entspricht der bekannten Formel, daß eine Potenzreihe I+x+22+.-: 
durch — gegeben ist. 

Ob eine Reihe vom Typ (23,1) konvergiert, kann folgendermaßen abgeschätzt 
werden. Die Matrix X habe die Ordnung n, das größte in WA dem Betrage nach 


auftretende Element werde mit (aiz)maz = A bezeichnet; entsprechend die in a2, 
N, ... auftretenden größten Elemente mit A®, A®),.... Dann ist 


AM) — nAR; AM—_n?24?,... 


Daher existiert eine Reihe 


N—1 


gen tyAtanA?+ = — aut + (X, +0 nA + &gn2A2+ ...), (23,14) 
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wobei g nur die Koeffizienten der ursprünglichen Reihe /(W) und das größte Ele- 
ment von X enthält, konvergiert aber g, so KeuyelBen) auch (U). 


Beispiell: Es sei gegeben (W=E+A+M+ -- 


Be 1-( 0,05 om), 


-0,25  0,05/' 
Wegen n=2, A=0,25 wird ' 


29=1+1+0,5+(0,5)2+ ..-=1+(1—0,5)1= 
d.h. kein Element von f(W) kann 1,5 überschreiten. 


Es ist nach (23,13) 
0,95 0,01\-2_ ı / 0,95 -0,01 
u Be 
MN =(E-- -(0% 0,95) Bir (035 0:95) 


Si 912 u 
‚ Beispiel 2: Es sei gegeben en = +2 1 2 ee 
Nach (23,14) wird g= irn Don, d.h. f{A) konvergiert für jede Matrix U, 


deren Elemente ik wischen — 0 nnd + 00 liegen. 


Die Berechnung von e” für eine bestimmte Matrix X wird unten nach Entwick- 
lung weiterer Matrizeneigenschaften durchgeführt werden. 


‚24. Differentialoperationen 


1. Die Taylorentwicklung für Matrizen. 


Es seien Yund B zwei vertauschbare Matrizen. Dann gilt die gleiche Formel 
wie in der skalaren- Algebra für die Entwicklung eines Polynoms: | 


FAHB-FMESIMWOTFWOH HEIM", (2,1) 


wobei ® die ö-te Ableitung bedeutet.. 
Ist speziell A ein Skalar, so ist 


FAHRER EMO m. (2) 


2. Matrizen von Differentialoperatoren. 


Liegt z.B. ein Paar zweier gewöhnlicher linearer Differentialgleichungen 1. Ord- 
nung mit vorgegebenen Koeffizienten v:z, Ui vor: 


day dy 
v5 + %ııYıt Pia dr Faı=a | 
dy F (24,5) 
1 L T%gıYı F 9 er FUgY=% | 
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wobei 2,, 2, Funktionen von i sind, so lassen sich diese beiden Gleichungen folgen- 
dermaßen als Matrix schreiben: 


0 d d | 
[Fu + %ı ger TUup\ /Y%ı A, 
. d od =I| I) (24,4) 
Ya 7 7 Waı Vo; T Wan Y%2 ?g 
wie durch Ausmultiplizieren leicht nachgerechnet werden kann. Die in (24,4) links 
stehende Matrix kann durch ir 2 2) abgekürzt werden, so daß 


(a) ()-() 
wird oder (9-3: (24,5) 


Wenn Differentialgleichungen höherer Ordnung vorliegen, dann stellen die Elemente 
von ie Fr ) Polynome des Operators ; z dar. 


Partielle Differentialgleichungen onen in folgender Weise dargestellt werden: 


| We 


Es sei bemerkt, daß der Index : stets eine Kolonnen-, der Index % stets eine Reihen- 
matrix angeben soll. 


8, Wechsel unabhängiger Variabler. > 


Soll von n unabhängigen Variabeln x zu den Variabeln y übergegangen werden, 
so liefert die Differentialrechnung die Formel 


== 0% 9 > ... 
ri I -__ RE (24,7) 


(24,7) kann in Matrizenform folgendermaßen geschrieben werden: 


(3) =%: (2) (24,8) 


Dabei ist X die transponierte von 


O8, Ö%g OK. 
A=1 1. (24,9) 
0%, 0%, OR 


4 Pupke, Matrizenrechnung 


50° TI. Funktionen von Matrizen 


pn en o0\ 5/9 j 
Entsprechend ist (2) =B 3) j (24, 10) 


Dabei ist 3 diejenige Matrix, für die in (24,9) x und y vertauscht werden. 
Aus (24,8) und (24,10) folgt 
a EIERN, 
a) 


so daB A-B=- E und damit BA=E-= AB und |A|- .|8|=1 wird. 
Außerdem folgt, daß die Adjunkten A und B von X und B die Eigenschaften 
besitzen: 
(A)=B|U, (B)=U-|8|, (Ab)=®€. (24,11) 
Weiterhin ist en 4) A=0 und G) B=0. (24,12) 


Für quadratische Differentialoperätoren ist es notwendig, auch Ausdrücke für die 


(an) = (an) 


Ist nun (Br) die r-te Kolonne der Adjunktenmatrix (D), so gilt wegen (24,12) 
und (24,10) 


Reihenmatrizen En zu besitzen. 
Analog (24,8) wird 


°\. (BA — Er BZ 
5, et en Et en Het Bm, 


— (By) (>) (24,13) 
(0 

= (Ba)-B- G2)- 
Da nach (24,11) B-(B)=|B|- € und daher auch (B) . B= |B|- € ist, so wird 

ö 

er) 
Mit |U|-|8| =1 folgt schließlich 
Ka) EU (a) TE (24,14) 


Beispiel: Die Transformation des LapLaczschen Öperators. 
In n-Variabeln lautet er 


(8 &®\ /9 a\ 
te 
Wird der Operator A auf die neuen Variabeln y transformiert, so ergibt sich mit 
(24,14) und (24,8): 


DIL TEAHTIER E HEAN 


Diese Formel benutzen wir, um A auf Zylinderkoordinaten zu transformieren. 


25. A-Matrizen 5l 


Es ist mit den kartesischen Koordinaten 
2=00089, y=osnp, 2=z. 
Um die obigen Formeln anwenden zu können, setzen wir: 
| ya ymeay Bei SG nd 2 


02 02 da 


77 99 EEE c05Pp —_sın9 0 \ 
ird: | #9 HU \_| g di 
dann wird: B=| di || mr ocoso 0 |, 
02. 02 02 


Peer 7 er 77 
daraus folgt: |8|= |X|"=o 


1 0C0oSY osinpg O0 
‚und AU=-B8"1=--—.|-sing cose O0], 
e 
.o 0 0 
| a 5) 
so daß 1.I-— .(0 n 0) wird. 
0.0 
2 
o 0 0, [ % 
ER 1/9 2 08 N I 
Damit wird: also = Er =) 10 = 0  ) 
006 Pr} 
02 


ausgerechnet: 
n_/la(/o\ ra a 
(trete 
25. 4-Matrizen 


Definition 38: Wir nennen eine quadratische Matrix (A), deren Elemente fir 
ganze rationale Funktionen eines skalaren Parameters A sind, eine A-Matrix. Ist m 
der höchste unter den Graden der fir, dann ist (2) vom Grad m. 

Die allgemeine Form einer A-Matrix ist 


M-UWHUAL + Und" Elm. (25,1) 


Dabei sind WU, ..;, Am von j unabhängige Matrizen. Fine A-Matrix ist also ein. 
Polynom in A mit Mabrizenkosffzionteni. 
Beispiel 1: Matrix nicht singulär. Ordnung 3. Grad 1. 


3i+2 A411 3 10 2 11 
[a)=|24-1 2 Al=iAl2 0 ı)+[- 2 0). 
A 12.2) 110) \222 


4* 
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Sind zwei 4-Matrizen /(A) und g (A) gegeben 


| KM-ZEWr, (A) = Bei, (25,2) 
so ist das Produkt 
| Ha: 9) = (EUR EBA) EC, (25.3) 
mit G=-U Bd 


= WB + a Bo 


oder allgemein G=-EWB,. 


0=r+u 


Die 3, bedeutet, daß alle zulässigen Glieder mit e=» + u summiert werden. 
% e=rtu 


Die Produkte W,B, werden nach der bekannten Regel für die Matrizenmulti- 
plikation gebildet. 


Die reziproke Matrix f(A)-! ist im allgemeinen. keine }- Matrix; sie ist es nur für 


den Fall, daß |/(A)| von A unabhängig und ungleich Null ist. 


Ist wieder f(A) durch (25, 1) gegeben und außerdem eine quadratische Matrix © 
von derselben Ordnung wie f(A), so ist 


HG) U+ EAU + + 6". = $ GA,, (25,4) 


Et] 


dann ist f(4)— (6) = ZrU,— = GA, = b> [RE — 6°] Q,. 


Nun ist ACH =-ME-G) (EPG +.. +6. 

Dabei stellt der 2. Faktor eine gewisse A-Matrix R(A) dar; also wird 
A)—-FO)=-AE-GIRA). (25,5) 

Die Matrizen AE— & werden in der nächsten Ziffer diskutiert werden. 


Die Determinante von (25,1) ist 


| F1(A) fı2 (4) Er h fım (A) 
al=| : (25,6) 
fm(A) Fma(A) ++ Fmm(A) 


Die Wurzeln der Determinantengleichung I/(A)|=0 seien A,,Ay ..., An, wobei n 
der Grad von |f(A) | in A ist; sie brauchen nicht alle ver a zu sein. Bezeichnen 
‚wir mit %(A) die Adjunktenmatrix, so ist nach (7, 1) 


a-EM)=8A €. |f(al; (25,7) 
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»-malige Differentiation liefert: 


U 3) = X ($9= Ef”, (25,8) 


wobei | (A) |® gesetzt ist für 2, fa). 


Es sind nun folgende Theoreme von Bedeutung: 


Satz 72: 
a) Wird in f(A) A durch irgendeine Wurzel A, ersetzt, so ist f(As) notwendig singulär. 
Kommt A; nur einmal vor, so ist f(A,) einfach entartet (Defekt 1). 
b) Ist /(As) g-fach entartet, sosind wenigstens g der Wurzeln A,, A, ..., An gleich A. 
c) Die Matrix f (As) ist nicht notwendig mehrfach entäartet, wenn A, eine mehrfache 
Wurzel ist. 
d) Ist (As) einfach entartet, so hat % (As) den Rang 1 und läßt sich als Produkt einer 
Zeilen- und einer Spaltenmatrix darstellen: 
kıs 
° (As) = | (ris ... ms) = (kis) * (Ts) e (25,9) 
Kms 


e) Hat f(As) den Defektg (9>1), so sind $ (A) und ihre Ableitungen bis einschließ- 
lich % (Aye für A=4s gleich Null. 


Die Aussage a) ergibt sich wegen | ra)] — 0; da weiterhin für eine nicht mehr- 
fach vorkommende Wurzel As 


ira), „-iral®+o 


‚ist, und |f(A) |®Iinear und homogen in den ersten Unterdeterminanten von | f(A)| 
ist, so können diese Unterdeterminanten für. A = A, nicht alle verschwinden. (As) 
ist daher einfach entartet, hat also den Defekt 1. 

Hat f(A;) den Defekt g, so daß alle (9-1)-ten Unterdeterminanten von f(A) für 
A=/s verschwinden, dann sind alle Ableitungen von I/(A)| bis einschließlich 
If(4) |@® Null für A=2,, d.h. A, ist wenigstens eine g-fache Wurzel von |f (A)| 
(Aussage b). Dann ist aber auch für A=4A, (A) und ihre Ableitungen bis ein- 
schließlich $(4)@-2 gleich Null (Aussage e). 

Die Aussage c bedeutet, daß .f(A) | ® füri=%, verschwinden kann, ohne daß 
alle ersten Unterdeterminanten von |f(A)| Null sind.- 

Ist (As) einfach entartet, so ist laut. Definition 3(A) ungleich Null und wegen 
(25,7) und nach Satz 36 vom Rang 1. Wegen Satz 38 ist dann die Darstellung 
(25,9) erlaubt (Aussage d). 


0.034 
Dann ist |/(A)| = (4-2) (4-3) (A-4) und A, =2, 4,=3, A, =4. 


| A- 30 
Beispiell:Essei /(ü=| 0 A3 0). 
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Für jede Wurzel As ist f(A) einfach entartet (Defekt 1; Aussage a, Satz 72). 


(4-3) (A-4) 0 0 
Damit wird Y(4)= 0 (1-4) (A-2) 0 ) 
| 0 0 (A-2) (A-8), 
200 2 
Also 3(A}) -( 0 0)- (0). 0 0), 
000 0, 
000 0 
50.0 1. 0 -()-0 1 0), 
00 ) 0 
000 0 
3(A;) -( 0 )-(0)-6 0ı) 
002 2 


(vgl. Aussage d) Satz 72). 
i-2 —-1 0 
Beispiel2:Essei /ü)=-| 0 42 0). 


Dann ist |f(A)| = (4-2) (A-2) (4-3) und A, =4,=2, 4,=3. Für jede Wurzel A ist 
f(A) einfach entartet (Defekt 1). 


| A-2)(A-3) 4-3 0 
Weiterhin wird 3(A) = 0 (4-2) (A-3). 0 
| 0 (A-2) (-2) 
O-1 0 /N . 
Also 3(A)=8(4,) = ( 0 ) _ [)-6 -1 0) 
000 0/ 


000 /0 
s@-(0 0 9)-(0):0 o ». 
001 1 


(vgl. Aussage c) und d) Satz 72). 


nr 4-2 0 0 
Beispiel3: Essei f(l)= 0 42 0). 
0 04-3 


Dann ist |/(A)| = (4-2) (A-2) (4-3) und A, =4,=2, A, = 3. Damit wird für /(2,) 
der Rang r=1 und der Defekt ist 2. %(A,) wird also Null (vgl. Aussage b) und e) 
Satz 72). 
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. 26. Die charakteristische Matrix 


Die in (25,5) auftretende Matrix (A&-6) stellt einen speziellen Fall einer 
A-Matrix dar, der für lineare Substitionen Bedeutung hat. Statt 6 schreiben wir. 
zukünftig \. Dann nennt man 


FaA)|=|AC-U| (26,1) 


die charakteristische Funktion der Matrix. | f (A) | = 0 heißt die charakteristische 
Gleichung oder auch Säkulargleichung; f(A) = A&—X selbst heißt charakteristische 
Matrix von W. 


Die m nicht notwendig verschiedenen Wurzeln A,, Ay, ... Am der Säkularglei- . 
‚chung |AC—-A|= 0 heißen Eigenwerte von W, ihre Gesamtheit nennt man das 
Spektrum von X. 


(26,1) angewendet auf eine Matrix liefert das Hamınron-Cayızy-Theorem: 


Satz 73: Ist X eine quadratische Matrix mit konstanten Elementen und 
|/(A)|=0 ihre charakteristische Gleichung, dann gilt auch 


d|l=®, (26,2) 
Sind die4 #=1,2,...n) die Eigenwerte der Matrix, so ist wegen 
IF (A)|= (AA) (A2,) ... (AA) = 0 


auch FM|=(U-4,6) (U—,E) ... (UA €) = 0 
d.h. die Matrix genügt ihrer eigenen charakteristischen Gleichung. 
Beispiell: Essei u-=(7 
dann ist ale 2 se 
daher auch FW] = (AU—11E) (U-1E€) = 

-3 4\ (7 3 
d.h. | ee ;)=0- 


Hat X die Ordnung n, so wird die charakteristische Funktion von X eine ganze 
rationale Funktion vom Grad 2 (Säkularpolynom), worin der Koeffizient von 4” 
gleich 1 ist. 


Es gilt nun | | 
Satz 74: Ist IF(A)| = Ar, AI, Fe. + = 0 (26,3) 
die charakteristische Gleichung von W, dann ist i; @=1,...,n) die Summe aller 


i-reihigen Hauptunterdeterminanten (= Unterdeterminanten der Hauptelemente) 
von W. \ 

Denn der Koeffizient A”-in [A C-A|= OQist die Summe der Determinanten aller 
Unterdeterminanten, die dadurch erhalten werden, daß man ni Reihen von U 
und entsprechende Kolonnen streicht. 
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Unter den n! Termen von |A ö..-a:ir| gibt es einen und nur einen derart, daß A 
in jedem seiner n! Faktoren enthalten ist, und zwar ist dieser Term das Produkt: 


I Rees = M-I NY aut 
i=1 


der diagonalen Elemente, t, = 2 ai ist aber die Spur der Matrix. 


| 123 
Beispiel2: Es sei A=|1 2 4|, 
203 
A-1 -2 -3 | 
dann ist /A)l=| -142 -4|=2%—622+371—4. 
| 2 023 
Durch Vergleich mit (26,2) folgt 
u 
= 2ü=6, 
2 4 13 1 2 
“fo srl alilı 2-3 
- | A] - 


Da’ die beiden |0€-AU|= O0 und |Al=0 gleichwertig sind, so ist das 
Verschwinden mindestens eines Eigenwertes notwendig und hinreichend dafür, 
daß W entartet ist. Ist dies nicht der Fall, so folgt aus |AE—U| = 0 wegen 


AE-A|= |A.-|AU—E| 
offenbar |AME—A!|= 0 


N 


und umgekehrt; d.h. man erhält den Satz: 
Satz.75: Die reziproken Werte der Eigenwerte von u sind die Eigenwerte 
von U-!. 


Beispiel 3: Es sei AU = (3 ı)» 


)4 
Die Wurzeln von |f(A)|=0 sind A, =1, 4, =3. 


dann ist |X| =5 und /(A) = er = 2, 


Weiterhin ist - A -(,/ 5 /) ; 
i 5 
_4 1/ 


Die Wurzeln von | f!(A)| = 0 sind aber A =1,)%= 25 

Ist Weine hermitische Matrix (vgl. Ziffer 18), so gilt folgender Satz: 

Satz 76: Die charakteristischen Wurzeln einer hermitischen Matrix sind sämt- 
"lich reell. 
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In Ziffer 18 wurde gezeigt, daß die Diagonalelemente einer hermitischen Matrix 
reell sind; die Elemente a; sind im übrigen gleich «*z, d.h. ai: und ax: sind stets 
konjugiert komplex. | 

Wir müssen nun beweisen,.daß dann 


A-0 _-@2 @ın | 
rayl=| a An; 0 (26,4) 
On —4n2 A-Opn 


nur reelle Wurzeln liefert. 
Für (26,4) kann nach Multiplikation mit (-1)” auch geschrieben werden 


4, 019 ee din 
/aj=| a er. m |=0. (26,5) 
Ani 122 Anni 


Diese Gleichung multiplizieren wir nun mit |f(-A) |, d.h. mit derjenigen Deter- 
minante, bei der A durch -A ersetzt wird. Dann ergibt sich 


Ira]-IrM]=| u tet a 
Ani (in2 Anni On An? Imnt+i \ 
—| god” C2n 


N 
mit cr = N Go Aok- 
oe=1 


Wäre nun i« eine Wurzel von |f(A)|= 0, so müßte sein 


9 b 
ıt% 619 une Cin 


die) |- If) |I= |. a et.) (26,6) 
Cn1 Cn2 Cant &? 
Nun läßt sich (26,6) wegen (26,3) darstellen als 
Ir Gie) |- fie) | = ar ++ tn, (26,7) 
wobei t; die i-reihigen Hauptunterdeterminanten von | ci, | sind. Diese sind aber 


positiv. | 
Mithin wird für «= 0 | | 
IfGa)|-|F-ie)|>0. (26,8) 


Damit ist bewiesen, daß (26,6) nicht erfüllt ist. Die Wurzeln einer hermitischen 
Matrix sind also reell. | | | 

In Satz 76 ist als Spezialfall der Satz enthalten, daß die Wurzeln einer sym- 
metrischen Matrix (a: = ax) mit reellen Elementen auch reell sind. 
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Beispiel4: Es sei (nach Ziffer 18) 


Y- fi 3 . .. eine hermitische Matrix. 


1-23 2 
Dann ist al- 3 = 5241=0 


also Aıa = °/, +!) y21, d.h. A: ist reell. 

Nun sind die Eigenwerte von W? bei jedem X gleich den Quadraten der Eigen- 
werte von U (vgl. z.B. Beispiel 3. U? = (1 0): ),=1, A,=5?), sind also ge- 
wiß=0, wenn Y hermitisch'ist. Eine hermitische Matrix, bei der alle Eigenwerte>0: 
sind, nennt man nicht-negativ definit. Eine nicht-negativ- definite hermitische 
Matrix, deren Eigenwerte sämtlich >0 sind, heißt positiv definit. Das Quadrat 
einer hermitischen Matrix ist wegen Ar =-UAT-AUU- U? gewiß hermitisch 
(vgl. Ziffer 19). Also ist das Quadrat einer hermitischen Matrix eine nicht-negativ 
definite hermitische Matrix. Umgekehrt gibt es zu jeder nicht-negativ definiten 
hermitischen Matrix W Matrizen ® derart, daß Y= 3? wird. Ist z.B. W eine 
Diagonalmatrix 


= (au Öir), 


dann wird die Gleichung Y= 8? durch die wegen Yıi=0 gewiß hermitische 
Diagonalmatrix 


B = (Ya 65) 


offenbar befriedigt. Es sind also die nicht-negativ definiten hermitischen Matrizen 
diejenigen Matrizen, die als Quadrate von hermitischen (oder auch von nicht- 
negativ definiten hermitischen) Matrizen dargestellt werden können; dagegen sind 
die positiv definiten hermitischen Matrizen Quadrate von positiv definiten Matrizen. 
Da eine Matrix dann und nur dann entartet ist (|X|= 0), wenn mindestens ein 
Eigenwert verschwindet, und da die Quadrate der Eigenwerte von U die Eigen- 
werte von WU? sind, so hat eine hermitische Matrix WA dann und nur dann eine 
Reziproke, wenn Q2 nicht nur nicht-negativ definit, sondern sogar positiv definitist. 

Ist X hermitisch und nieht entartet, so ist auch W-! hermitisch. Aus X\® = € 
und X = Ut folgt nämlich B! At = WBt= 6, also Bt}—= 3, da Unur eine Reziproke 
haben kann. Ist außerdem U positiv definit, so ist es auch W-1; denn die Eigen- 
werte von W-! sind nach Satz 75 die reziproken Eigenwerte von q, also ebenfalls 
positiv. 

Im Gegensatz zu Satz 76 gilt 

Satz 77: Die charakteristischen Wurzeln einer schiefsymmetrischen Matrix 
(«= — ax) sind sämtlich rein imaginär. 

Der Beweis verläuft ähnlich wie zu Satz 76. Die Determinante einer schief- 
symmetrischen Matrix ist für ungerade O: dnung gleich Null. Dasselbe gilt für ihre 
 Hauptunterdeterminanten. Wegen (26,3) kann daher | ( FA ) | dargestellt werden als 


IFA)|=Ar HA? + amt en. (26,9) 
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Ist A>0,so folgt | | | 
EN] = (EN HA HU AH). . 


Nun hat (26,9) nur nicht-negative Glieder, A” selbst ist positiv. Also kann | fA)|= 
keine von Null verschiedenen reellen Wurzeln haben. 


Beispiel5: Es sei 
0 2 
"(2 0) 


dat ral= 123 E -42+44=0, dh Ag=+2YV, 
also rein imaginär. 

Für die Eigenwerte einer unitären Matrix gilt folgender 

Satz 78: Die charakteristischen Wurzeln einer unitären Matrix (Uf = U-!) sind 
von Betrag Eins. 

ı weis: Ist A eine charakteristische Wurzel der unitären Matrix U, so ist 
A + ein Eigenwert der hermitischen Matrix U+W-1= U+ut (vgl. Satz 59) 
und a ist ein 'Eigenwert der Be ES yrrasktiecken Matrix U-U-1=-U—Ut. 
Wird wegen Satz 59, 76, 77 gesetzt ps 4 =2r,1 —{ — is, i= Y—1, wobeir 
und s reell sind, so folgt: 


=1r—18s, 


>| 


A=r+is, 
d.h. esistr+2=1, also Aıa=+l. | 
Ein: zweiter einfacher Beweis ergibt sich folgendermaßen: | AE—U|=0 kann 
geschrieben werden: |U|-|AU"—€|=0. Nun ist nach Satz-75 der Eigenwert 
von Y-1 gleich = d.h. der zweite Term verschwindet. Nach (19,6) war aber 
Ul=+1, d.h. die Eigenwerte einer unitären Matrix sind +1. 
‚Beispiel 6: Es sei wie in Ziffer 19 


2 a 
y2 Y2 
eu 
y2 y2 
damnist |f(A)|=| ı  |=2-1=0, dh. Ag=+l. 
| Be 
y2 Y2 


Über die Eigenwerte einer orthogonalen Matrix besteht folgender 

Satz 79: Die komplexen charakteristischen Wurzeln einer reellen orthogonalen 
Matrix sind paarweise konjugiert komplex. Außerdem haben alle den Absolutwert 1, 
die reellen sind also ae: 1. Bei ungerader Dimensionszahl muß wenigstens ein Eigen- 
wert reell sein. 


Der Beweis ergibt sich folgendermaßen (nach Briocnt): 
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Es sei O = (0;x) eine orthogonale Matrix.. Dann ist 


eb —4 015 O1n 
ra)]=|. a... 02—i ... 0m |=0. (26,11) 
= 022 Onn = A 


0,1 + A 0,2 On 
r-9]=|, u ati: Om 
O1 052 Oan + A 


so ergibt sich | 
. 1— 342 0, —0,)4 :-. (On Om) A| 
alien ee et. 
(Om—Oni)A (Om On)A ... 1A 
Für 4 = 0 folgt daher. 


r | | 
ZA Od + On Om 


/A-IF--A|=4"- (ed hr m Om, 
Inn = 021 O2n er 022 4 —4 
Setzt man —_— A=0, Os — Os = Pr, So wird 
?Pı te Pı1a . Pin 
FASER) Pa Pate. ml. (612) 
Pn1 Pn2 ... Pın + 0 


Da Prs = — Por , so ist (26,12) die Determinante einer schiefsymmetrischen u Ä 
Diese hat aber nach Satz 77 keine reellen Eigenwerte. Daher folgt, daß I/(A)|= 
keine reelle Wurzel zuläßt, die von + 1 oder —1 verschieden ist. Multipliziert man 
|7(2) | mit |O |-, so folgt: z 

|O]-|/(A) | = 0,4 1054 ... 0OmA I_ m. 


‚ (26,13) 


d.h. |/(A)| = 0 ist eine reziproke Gleichung. 
Ist 2 ungerade und wird 


1=—|O| 
gesetzt, so wird, da |O|=-+1 ist, 


+=--|0| ud #=-|0]. 
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Wegen (26,13) ergibt sich aber nun . 
O-IF-1ODI=-121-17-1OD|; 
d.h. —-lo)|=0. 


Bei ungeraden r hat daher die Gleichung If{A)|= 0 die Wuürzeli=— | Oo ® Istn 
gerade und | O = =— u so hat | /(A) | = 0 die Wurzeln Age = +1; denn aus (26,13) 


folgt mit | D| = j 
If&£D]=°. 
Beispiel 7: Nach Ziffer 20 war O= © 0) eine orthogonale Matrix, daher 


folgt | O|= +1, |fA)|=9%2+1=0, Aae=Hi. 


27. Adjunkten und abgeleitete Adjunkten einer charakteristischen Matrix 


Die in Ziffer 25 aufgetretenen Adjunktenmatrizen % (A) sollen nun näher unter- 
sucht werden. Setzt man entsprechend Satz 77 


| IA) | =A"+ Pı a4 2,4”? +: + Pn-14 + Pr =H AA) 3 (27,1) 

dann ist für zunächst beliebiges x 5 
TEN m AH Ha Ha... + Pnast mn), 
=op(A,2). (27,2) 


Wenn x =/4r, wobei A, eine Wurzel von |/(A) | = 0 ist, so reduziert sich (27,2) auf 


2 | | 
9 (Ay) = 11V n -II(A—A). (27,3) 
ir 
Differenziert man (27,2) nach z, so ergibt sich 
od 4) | — If«) |® a 
A OT, (27,4) 
wobei |f(&) 1 - fie) ) | ist. 
Tritt nun eine Wurzel A; von |f(A) | —=(0 mehrfach, z.B. 2-fach auf, so wird mit 
ae BaoR] 
En p (A, 4) = R-A:T = (A—A,)(A— Ay) (AA) (27,5) 
oder allgemein, ist A; eine s-fache Wurzel, sodaß |f (A) | ®=0 füröi=1,2, :--: s—1, 


so erhält man nach p=s—1 -maliger Differentiation von (27,2) nach x für = 1 


I j) | 
pl = Ip ’ As) == Te zu (A AHA Ar) Da, (A— An) . (27,6) 


Da (27,3) und (27,6) für jedes A gelten, können sie nach Satz 73 auch auf eine 
quadratische Matrix übertragen werden, indem A durch W ersetzt wird: 
(27,3) ergibt somit 
(U, Ar) = II (U— 4) (27,7) 
. dir 
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und (27,6) 


IF PU A) = ACT AA C).. 


p! or 
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. (A— 4m €) 


(27,8) 


mit0=p=s-1. 
Wird nun in (27,2) ® durch A und A durch X ersetzt, so folgt mit If (A) |: = 0 


(EA) p (UA) = |) |-€ (27,9) 


d.h. o (W,A) ist die Adjunktenmatrix zu f(A). Sie werde wie oben mit $(A) be- 
Be Dann ergibt sich speziell | 


EA) AU) (—1 ne (HE A) = (— nn (A). (27,10) 
Für die Ableitungen von 8 (As) I 
1. 
en ar Bü = (PH AP (dern) 2 FlAn)] (27,11) 
it p ze 
mit %ay (250 )), = 
| 2.00 
Beispiell: Es sei AU=|I0 3 ‘) (vgl. Beispiel 1 Ziffer 25) 
00 4 
mit), =2,4,=3, 1, =4. 
Dann ist nach (27,10) 
100 /200 200 
SA)=-VD’fA)-TA)=[0 0 0).|0 1 0)=|0 0 0), 
0 0-1/ \0 00 000 
\ 000\ /2 00 /000 
8A)=-ND’/a)FA)=|0-1 0).[0 10)=|0 -1 0), 
| \00-/ \0 0 0/7 \0 00). 
000 100 0:0 0 
S(A)=(-1%f(A)-FA)=|0-1ı 0)-|0o 0 0)={0 0 0). 
. 00-2 00-1 002 
\ 210 | 
Beispiel2: Es sei A=|0 2 ) (vgl. Beispiel 2 Ziffer 25) 
003 . 


miti,=4,=2,/),=3. 
Dann ist nach (27,10) 


Ö (A,) = (— 1)? i (},) = 


EU) = (UP Ay)-TA) = 


u 
S 
u 
ni 
©0090 
“1 
SO mM 50 
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‚während nach (27,11)mitn=3,8=2,p9=1 
| -1 1 0\ 
30 A,)=(- DT [A,)]T- FA) =—f(A,) = | 0-1 ) . 
0 00/7 


Nach (27,9) war AE— U) $(A)=|f(A) |-&. Diese Gleichung kann nun, um die 
Beziproke.(1 E— Q)-! zu ee in folgender Weise geschrieben werden 


1 5(1) 


a) “enansch (27,12) 

Durch Partialbruchzerlegung erhält man 
Fa _ A, | en | 
al tr NL oe (27,13) 


wobei A, (r=1,2,..., n) Konstante sind. 


Um 4; zu ethalieni ist die Gleichung mit (A—4,) zu multiplizieren und A durch 
Ar zu ersetzen. Das liefert mit 


ra) ®= 311) |ı- > 


2: 3 (Ar) 
Tann 


also 


| Mn 3 (Ar) Ä 
MENT 2, 7moa=m een 
(AE— A)-! wird gewöhnlich die Resolvente von U genannt, 


Von dieser Formel wird Gebrauch gemacht, wenn es sich darum handelt, ein 
Polynom zu berechnen. Auf Grund eines Satzes von SYLVESTER ist. 


"Satz 80: PM) = = BA)-Q), (27,16) 


wobei B(W) ein Polynom von U und 


17 (48-%) U- 148) 


I _ GA) ir | 
Tr” TR 7 Nah) N 


ist. Die Q (A,) sind aber die Matrizen der LaGRAnGE en, Polynome - 


2 (x—a,) (203)... (a) = (2—a,) (2—0,) en (?—@,_1) 
Li ie (4,—43) (a,—a3) .- (an) ae (@n—4,) (An—&2) --- (An—G,_1) 


die die Eigenschaften besitzen, daß L,(x) an der Stelle »—=«a, den Wert 1 hat, an 
den übrigen (n—1) Stellen aber verschwindet. 


Für die Polynommatrizen ist daher 


 AEfür A=-4€ 
N Omuzıe (s#r). 
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Weiterhin gilt 
OA) =E. (27,18) 
r=1 
2 1 
Beispiel3: Ist A= (3 e so folgt A, =1,4,=5, 
ur  BENE Lf3 A—hE_ 1/1 1 
ala 1) Smile 9) 
mithin 
1/4 0 
> am)-7(, Na 
Der Beweis des Satzes 80 verläuft nun folgendermaßen: 
Es sei das Polynom B = PB (N) m-Grades gegeben durch 
B-PMW-nVE+MLAH. +amÜR, (27,19) 


wobei & Konstante und W eine Matrix der Ordnung n ist. Ist m=n, so läßt sich 
3 mit Hilfe des HamiLton-Cavyıeyschen Satzes auf ein Polynom (n—1)-Grades zu- 
rückführen. Ist | /(A) | die charakteristische Funktion 


A| =(A—A) (AR)... (AA); 
so gilt auch (A—4,€&) (U—7,E)... U-1E)=0 


d.h. aber VW” und auch alle höheren Potenzen von X lassen sich durch ein Polynom 
(n—1)-Grades in W darstellen. Dasselbe gilt für alle Polynome, deren Grad m die 
Zahl (na—1) übertrifft. Man erhält somit die Darstellung 


B-PM-BE+AHUr +. (27,20) 

Zur Bestimmung des Polynoms (27,20) ersetzt’ man in (27,19) Adurch W—4,C+4,€ 
und erhält 
B=-PUY=-PA)E+Y(A—AE) +. +Ym AA EC)”, 


wobei die y; Konstante sind. Alsdann multipliziert man jede der n-Gleichungen mit 
den zugehörigen Lasrangzschen Polynommatrizen Q (A) und erhält wegen 


IT (A—,,8=0 
BD (A) = P(A)-Q (Ar), 
'also summiert ’ 


B 20 (Ar) -2 » (Ar) Q (Ar) ’ 


was wegen (27,18) ergibt ” 


Beispiel4: Als no der Reduzierung eines Polynoms auf den (n—1)-Grad 
werde die Matrix B= PW=x,E + x, U+ 0,W? betrachtet. Es soll also werden 
B=P,&+P,%. Nach nn 73 ist (U— A, &) (U— 4, €) = 0. Ersetzt-man W durch 
U—4,€C+4,8€,(r=1, 2), so folgt: 
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B- 9 E +, A—HE+ HE) +, A E+AE) 
= PA)E+Y (A AE) + Y, U 4rE)2 


- 


mit Pa)= ut A+gA; = +2 0 An; Yy=%. 
Multiplikation mit Q (A,) = = — =. bzw. Q (A, E— in ergibt schließlich 
2 2 
B-P,E+Pp,A 


+ a dı + 0 Ar? A,— _% + &ı A a en 2” 2 
Ay — As A—h 1? 


ß _ th tmAt , Steh at Ät 
ae ass een 


Ist speziell B=- PU) =-2C+ 3U+ A? mit U = (3 ı) ‚so folgt wegen A, =1, 


h=5, Po=—38; Pı=9 R 
2 1ı\ (15 9 
B-—3€+9(5 ı)- (7 or 


ein Ergebnis, das auch durch direkte Ausrechnung halten wird. 


Beispiel 5: (vgl. Beispiel 1). 


2 0 0\ j 
004 


j 2 . fo 
daher wird s@-(e) 1 00, 80)= ) .(0 -1 0), 
N) nn: 0 


0 
5-0). 0 0 2), 
a) ®=2, F@a)®=—1, |/A)|® =2 
2 0\ 00/0 
daher 2p(A)=p(A,) in (1 00)+p(A,) () (0 -1 0)-+P(A,) (0) 0:2), 
\0 1, | N 


‚eo pa) oo o\/100 
also PA)=-- 0 1 0])-| 0 pi) 0 )-|0 2 0). 
| 001 \o 0 aA) \oo2 


5 Pupke, Matrizenrechnung 
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Beispiel 6: Der Satz 80 kann auch dazu benutzt werden, um die e-Funktionen 
zu berechnen. Es sei gegeben 


| 11 
mit 1-(, Jr 
Dannfolge i=1l, „=2, » 2a)=($ Fr 


BA) — el 


Daher wird wegen P(A)=1 +2 +4 2: les 
Pia)=e, a )=e&. 
Also P (A) == P (A,) Q(A,) +8 (A,) : QA,) 


= o)telo 1) 


_ fe @&—e\ [l e—l 
lo & )”\o e )' 


28. Konvergenz und Summation unendlicher Potenzreihen 


Es sei . /ü)= > aA’ (28,1) 
v=0 


eine gewöhnliche Potenzreihe mit komplexen Koeffizienten in der komplexen 
Variabeln A. Wenn für eine Matrix W der Ordnung » mit komplexen Elementen 


jedes Element von 


Rh | 
A) = 2% U (28,2) 
sich mit A -—> oo einem Grenzwert nähert, dann existiert die Matrix 
II =-20,W. (28,3) 
v=0 


Es besteht nun über die Konvergenz folgender 

Satz 81: Die Potenzreihe f(W) konvergiert dann und nur dann, wenn jeder 
Eigenwert von WX innerhalb oder auf dem Konvergenzkreis von f(A) liegt und für 
jeden I-fachen Eigenwert, der auf dem Konvergenzkreis liegt, die (— 1)te Ab- 
leitung f® (A,) konvergiert. 

Beweis. Für jeden !-fachen Eigenwert besteht eine Matrix der Ordnung 


4, 1 09 --- 0 
0 y” l en Ö 
WM, = ö 


0 en eh), 
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ö X werde dann als ee in der Weise aus U, gebildet, daß die W, Dia- 
gonalelemente sind. / (X) ist entsprechend darstellbar durch die /(W,) und es kon- 
vergiert nur dann a, wenn jedes /(W,) konvergiert. Es sei nun ,—/,&=€ 
mit CH120,0=0. 

Dann wird für A>0 


BR 
In (4,) = oe (A, C + C)e 
= -2 „ee 2 2, ne 


h 
— 26° B &, («) La 
Q 


c=0 =0 
1 1 
aan 
wobei /$” die o-te Ableitung bedeutet. 


Daher folgt schließlich 
i-1 
IA)= 2 10 (A,)€*, (28,4) 


d.h. aber es konvergiert / (W,) nur dann, wenn f(},), fD(A,) »--- [FD (A,) konver- 
gieren. Liegt A, außerhalb des Konvergenzkreises von f(A), so divergiert f(A,). 
Liegt A, aufdem Konvergenzkreis, so konvergieren alle diese Ableitungen nur dann, 
wenn f\D (A,) konvergiert. 

Es. soll nun noch das in Ziffer 23 behandelte Beispiell nach der in Ziffer 27 
entwickelten Methode nach dem Syıvaster schen Satz erläutert werden. 


Beispiel. Es sei die Potenzreihe 
PW=-EHAMH 
0.05 -0.01 
gegeben mit A= 2 5 Ss s 
_[A=-0.05 001\ 
Gannat IA) -( 0.25 u) 
/a)|=42—-014=0, d.h. 4,=0, %=01. 


Damit wird nach (27,10) 


Ba) (025 005), S9=(o2s 00) 


\-0.25 0.05) 
und Fa)l®=—-01, @A)®=+01. 
Nach (23,13) ist PA)=I+ht+Ar+ = el, Bi)=T. 
—y, | 


5% 


2 
68 IV. Transformationen von Matrizen 


Damit wird nach (27,16): 


| ._B(A) 
PM- 5 Pü)t “PB (A,) 
BIT 70 1 ji - 
_ (0.05 -0.01\,_1 ,/ 0.05 -0.01\5- 
(0.25 -0.05/)—01"\-0.25 0.05) - 
5 1 5 1 j 
_[9 %\,[® 9|_ 1 / 0.95 -0.01\ 
Nas 53)  \_3 5) 0%8\-0.25 0,95)’ 
> D ” 5 


d.h..das gleiche Ergebnis, wie es bereits in Ziffer 23 erhalten wurde. 


IV. Transformationen von Matrizen 
29. Äquivalente Matrizen 


Wegen der besonderen Einfachheit der Diagonalmatrizen entsteht nunmehr die 
Aufgabe, beliebige Matrizen, soweit es möglich ist, durch besondere Umformungen, | 
wie durch vordere und hintere Multiplikation auf die Diagonalgestalt zu bringen. 

Es werde im Folgenden vorausgesetzt, daß stets quadratische Matrizen vor- 
liegen sollen. 

Zu den elementarsten Umformungen gehören folgende: 

1. Vertauschung zweier Zeilen oder Spalten. 

In Ziffer 19 wurde bereits diejenige Matrix eingeführt, die dadurch eritsteht, daß 
in der Einheitsmatrix € die ö-te und k-te Zeile oder, was auf dasselbe hinauskommt, 
die i-te und k-te Spalte vertauscht werden. Sie wurde Bir genannt; ihre Deter- 
minante war |®|=—1. Multipliziert man eine Matrix X von links mit Bw, so 
entsteht eine Matrix, bei der i-te und k-te Zeile von U vertauscht sind; Multi- 
plikation von rechts führt zu einer Matrix, bei der ö-te und k-te Spalte von U ver- 
tauscht sind. 

Beispiel: 
100, (Mı Ca Cs a1 8 @ıs 
| Ds A=|0 0 1)-[, GG Ay) |A, Mg Gy], 


0 10) \aı My Ag As Pa Mas) 

%ı %s Cs 100 41 %s Iıa\ 
U Boa | MG | |0 0 1)=|a Mg Ge ]> 

Oz] (gg (sg O5] (Ag, Gy 


2. Addition des Vielfachen einer Zeile (Spalte) zu einer anderen Zeile (Spalte). 
Wird die Einheitsmatrix derart modifiziert, daß in der ö-ten Zeileund %-ten Spalte 
(i=+k) ein Element w eingeführt wird, so entsteht die Matrix Wr (w) mit | Wr (w) | 
=1. Dann bedeutet die vordere Multiplikation einer Matrix X mit Wr (w), 1 


F 
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Mi, daß zur i-ten Zeile von X das w-fache der k-ten Zeile von X hinzuaddiert 
wird; hintere Multiplikation [U - Wi (w)], daß zur %-ten Spalte von X das w-fache 
der i-ten Spalte hinzuaddiert wird. 


Beispiel: 
190, (ı 2 9 211 012 913 
BLM wA=|0 1 0 1a Wa 5 On (gg > 


0 w] Az] (gg (sg Azı F WAg, Ay tr Wigg Agg t WAgs/ 


| Ä 21 %a Is 100 [A Mat Wag Az 
U. gg (w) =|@ı Ga Aa)-|0 1 O)=|aı Mt Wag A]. 
\Ayı Gp A) \0 w 1 Oi gs T WAgg gg 


3. Multiplikation einer Zeile (Spalte) mit einer nicht verschwindenden Konstanten. 

Wird in der Einheitsmatrix die 1 der ö-ten Zeile durch x ersetzt, so entsteht die 
Matrix Xa (x) mit | Xu (x)| = x. Dann bedeutet Xu (x)-W, daß in X die s-te Zeile 
und YXu (x), daß in U die i-te Spalte mit x multipliziert wird. 


Beispiel: | 
1 0. 0\ /aı Ma Ms %ı In as 
Kl) A=|0O 1 O)-[Q Gn 5)=|aı A Mn -)» 


00% Ga; Gyg (az Vyı Xügg Xügg 


s %ı Ma Ga 100 41 An *%dız 
U-Xz (2) Gy Go A| |0 1 0)=|a, Mn Kin |. 
Gy] Gy. Ag) \0 0 Oz] Olga Tlsz 


Streng genommen, müßten wir die Einheitsmatrix selbst auch noch hinzunehmen. 
Die Anwendung der drei aufgeführten Operationen führt zu den äquivalenten 
Matrizen, die folgendermaßen definiert sind: 

Definition 39: Zwei Matrizen X und B heißen äquivalent, wenn sie durch 
endlich viele elementare Umformungen ineinander übergeführt werden können, ge- 


schrieben: | 
AUAB. (29,1) 


Läßt sich X durch endlich viele elementare Umformungen in B überführen und B 
seinerseits durch endlich viele Umformungen in €, dann läßt sich insgesamt Yin 
‚überführen, d.h. ist \ 

A-B und BL, 
so ist auch Une. (29,2) 


Man nennt diese Eigenschaft die Transitivität des Äquivalentbegriffes. Der Äqui- 
valenzbegriff genügt zugleich den Postulaten, die an einen solchen gestellt werden 
‚müssen; es sind dies die Gesetze 


a) Ur B (Reflexivität) (29,3) 
b) aus U B folgt 8 „U (Symmetrie) (29,4) 


Da jede elementare Umformung gleichbedeutend mit vorderer bzw. hinterer Mul- 
tiplikation einer nichtsingulären Matrix ist, so folgt 
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Satz 82: Jede Matrix W, die 8 äquivalent ist, kann durch folgende Relation 
uckt | | 
ausgedrückt werden B-EAT, (29,5) 


wobei © und 7 nichtsinguläre. Matrizen sind, und Produkte der Matrizen B;x, 
Wir (w), Xu (x) darstellen. 

Da sich durch elementare Umformungen der Rang nicht ändert, so folgt auch 

Satz 83: Äquivalente Matrizen besitzen den gleichen Rang. 

Es muß nun noch gezeigt werden,;daß eine quadratische Matrix \ vom Rang r 
'äquivalent einer Matrix C ist, deren Elemente außerhalb der Hauptdiagonalen 
sämtlich Null sind und die in der Hauptdiagonalen r Elemente enthält, also vom 


T 
yp ist c 0 "r 0 
Ö 


[23 
G=| E- (29,6) 
0 0 
denn es ist die r-reihige Determinante 
Cı 0 
” 2, =(16,:..Cr#0, 
0 er 


während jede (r+1)-reihige Determinante verschwindet. 
Die Diagonalform (29,6) heißt kanonische Form, Standardform oder Normalform. 
Zur Diagonalform gelangt man schrittweise durch Anwendung der elementaren 
Operationen (1) bis (3) auf folgende Weise: 
Gegeben sei die Matrix A = (a;r). Multiplizieren wir X von links her mit dem 


Produkt 1 0... 
A wa 
_2 Hi. EB em) 2.77 ei Be 
W,( a ) = =) = | u) a | ) 2 : 
| e— 
11 
und von rechts her mit dem Produkt 
1 Qyo Aln 
P 0 = Eh 
2 _Pıs\, a a1k 
B,. =) 1( q ) | 3 I Wr a) u 
0 1 
so entsteht die Matrix 
u 0 ...0 
IT W,ı (22). LIT Wr (-22) - 3 4. 
i=2 41 k=2 41 
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Durch elementare Umformungen vom Typ (3) kann a,, zu 1 reduziert werden. 
Die Untermatrix B, kann in gleicher Weise behandelt werden bis schließlich die 
Normalform entstanden ist. 

'Beispiell: Xist regulär. In diesem Falle ist in B= SAT 


SsS-A1, I=6, also B-AU!.AUE=-E=LC, 


Daß U-! als Produkt der. elementaren Umformungen (1) bis (3) dargestellt werden 
kann, mag an folgendem Beispiel erläutert werden. 


ie | 2 6 
Es sei p) (i .) j 
: 2-3 
dann ist DE | ) ; 
Bl ı 


0 1 
& selbst ist ein Spezialfall der Umformungen -(2) bzw. (3): 
E-% (1) = (0). 


X-1 wird nun z.B. folgendermaßen gewonnen: 


d.h. UIU.E-E-C-( 


) ‚also die Normalform. 


Man geht aus von X,, (1/,) = ( ee ,) ; Multiplikation von rechts mit 
W,(-3/,) = F z . liefert X,,.(/,)- Ws (-2),) = Ines . ıP)» 
weitere linke Multiplikation mit W,, (-1) = & ; ) ergibt 
Del): 
'nochmalige linke Multiplikation mit (2) ( 1) liefert 
2) Bl) =] 72); 


wird schließlich noch von links her mit alt, ar J" auleplzers; so Iolgt 


0%, 
Ka I) * 11 (2)-%,, (-1) X ("/2) Di, ( -1) (3, | 7) 
‚Beispiel2: W sei singulär vom Rang 2. | 


12 9\ 
u-(3 0 2). m-2.12i- 
5 


— — 5 


Dann ist ‚110906 
M,, (-2) == 2 1 ) ’ W;, (-3) = 
| 001, \- 


we wo m" 
SoHmooro 
Ho0 
De“ 


W,, (2): W,, (-3) = - 
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und. 


| 1-2 0 10-9. 1-2 -9\ 
Ws-2)=|0 1 0),M,-N=|0 1 0,0,-29-W,-9)=[0 ı 0). 
0oı 0 1) 


0 001 
Damit wird 


2 100 /100 
M,,(-2)- My, (-3)- U W,(-2)-W,(-0) = | 0 +) -(0 rn ) 
0-8 -32/) \o *"ı 


Es muß nun noch die zweireihige Untermatrix ®, — es) transformiert werden. 


Zunächst wird links mit &%,, (-'/,) multipliziert: 


| Ey 1) “. “ a 


Weiter ist 
/ı1 0 1 4 
E 1-4 u ; {10 
und EA = 2 N m W,,(8)-B-W,,(-4) = ( 0): 
u | 100 
Werden alle zweireihigen Matrizen mit | 0 -gerändert, so folgt als Endergebnis: 
Du 0 


W,, (8) - X (- 4) g M,, (- 2)- M;, (-3)- U Wi, (-2) Wi (- 9) MW (-4) 


1 00 /1 0 0\ /100 100 
=[0 1 0).(0-% 0):(-2.1 0).[0 10 
-\o8s1ı/ \ bo ıy \voo1ı1J \301 
1-2.0\ /1049\ /100 
-4-[0 12 0):[0 1 0).-|o 1 4 
001 \ooı/\0oo1 
100 1-2 -1 100 
Ma. 0 uı0 1-4]=[0 ı 0). 
12 1 001. \000 


Es ist noch die Äquivalenz von Polynommatrizen, insbesondere A-Matrizen zu 


untersuchen (vgl. Definition 38). Auch hier haben wir es wieder mit elementaren 
-‚Umformungen zu tun, und zwar 


1. Vertauschurig zweier Zeilen oder zweier Spalten, 
2. Addition der mit ein und demselben Polynom in A multiplizierten Elemente 
einer Zeile (Spalte) zuden entsprechenden Elementen einer anderen Zeile (Spalte), 


3. Multi plikationen aller Elemente einer Zeile (Spalte) mit ein und demselben nicht 
verschwindenden konstanten Faktor. 


Definition 39 bleibt auch hier in Gültigkeit, ebenso Satz 83 über die Rang- 


erhaltung. Es gibt aber noch weitere Gıößen, die bei elementaren Umformungen 
invariant bleiben. 
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Zunächst besteht folgender Satz: 

Satz 84: Besitzen alle ö- reihigen Determinanten der 4-Matrix f (A) das Polynom 

p(A) als Faktor, so haben alle ;- reihigen Determinanten jeder aus /(A) durch eine 
Slemieniare Umformung hervorgehenden Matrix diesen Faktor. 

Liegt eine elementare Umformung vom Typ (1) oder (3) vor, so ist der Satz 


ohne weiteres klar, da diese Umformungen die ;-reihigen Determinanten nur mit 


einem konstanten Faktor multiplizieren. Der Beweis für die Umformung (2) ergibt 
sich folgendermaßen: 

, Angenommen, es werde zu den Elementen der p-ten Spalte von /(A) diemitdem 
Polynom % (2) multiplizierten entsprechenden Elemente der g-ten Spalte addiert. 
Dann bleibt jede :-reihige Determinante von f (A), in der die p-te Spalte nicht vor- 
kommt, wie auch jede, .die sowohl die p:te als auch die g-te Spalte enthält, unge- 
ändert. Sind nun A und B n-reihige Determinanten von f (A), so gehen die ;-reihigen 


Determinanten, die die Y-te, nicht aber die g-te Spalte enthalten, bei der Um- 


formung i in die Form A+Y (A) - B über, d.h. auch. hier ist der Satz gültig. 


Sodann gilt 

Satz 85: Ist r der gemeinsame Rang der äquivalenten Matrizen f (A). und g(A) 
und ist #=r, so ist der größte gemeinsame Teiler D;(A) der. :-reihigen Deter- 
minanten von f(A) auch größter gemeinsamer Teiler der i-reihigen Determinanten 
von g.(A). 

Beweis: Nach Satz 84 ist D; (A) Faktor ler .reihigen Determinanten von g (A). 
Hätten diese noch einen Faktor höheren Grades, so müßte dieser, entgegen der 
Voraussetzung, auch noch Faktor aller ö-reihigen Determinanten sein. 

Damit folgt, daß die größten gemeinsamen Teiler D, (A)... Dr(A) gegenüber 
allen Transformationen, die aus den elementaren Umformungen gebildet werden, 
Invarianten sind; mit dem Rang r bilden sie ein vollständiges Invariantensystem.. 


Es besteht nun weiterhin folgender Satz: 

Satz 86: Ist das Element f,, (4) einer A-Matrix ungleich Null und kein Faktor 
aller übrigen Elemente, so läßt sich eine äquivalente Matrix. angeben, deren erstes 
Element nicht identisch verschwindet und von geringerem Grade ist als f,, (A). 

Es werde zunächst angenommen, daß in der ersten Zeile in der j-ten Spalte ein 


‚nicht durch f,, (A) teilbares Element f, (A) stehe. Der Quotient f, (A) durch f,, (A) 


sei q (A), der Rest r (A), also 
hAM)=f1l)-aA)tr(). (29,7) 
Addiert man also zu den Elementen der j- ‚ten Spalte die mit —q (A) multiplizierten. 


entsprechenden Elemente der ersten Spalte, so ergibt sich eine äquivalente Matrix, 
in der das erste Element der: j-ten Spalte r (A) ist, also von geringerem Grad ist 


als /,, (A).- Eine Vertauschung der ersten und der j-ten Spalte führt nunmehr zur 


Aussage des Satzes. 
‚Nun sei durch f,, (A) jedes Element der ersten Zeile und der ersten Spalte teilbar, 


‚aber ne das Element f, (A). Das Element in der ersten Zeile und der j-ten Spalte 


seiy (A)-f], (A). Durch Addition der mit — y (A) multiplizierten Elemente der ersten 
Spalte zu.den Elementen der j-ten Spalte erhält man eine äquivalente Matrix, in 
der das erste Element noch fi, (A ) und das erste Element der j-ten Spalte gleich 
Null ist. Das erste Element der i- 2 Zeile ist unverändert geblieben und ist daher 
durch f,,.(A) teilbar; dagegen ist das Element f, (A) auch: jetzt noch nicht durch 
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Jı, (4) teilbar. Addiert man nun zu den Elementen der ersten Spalte die entspre- 
chenden der j-ten Spalte, so entsteht eine neue äquivalente Matrix bei der das 
erste Element noch immer f,, (A) ist, das erste Element der i-ten Zeile aber nicht 
durch f,, (A) teilbar ist. Diese Matrix fällt daher unter den behandelten Fall, wo 
ein Element in der ersten Spalte nicht durch f,, (A) teilbar war. Der Satz ist somit 
vollständig bewiesen. 

Satz 87: Eine A-Matrix, deren Elemente nicht sämtlich verschwinden, kann 
stets in eine äquivalente Matrix mit folgenden Eigenschaften umgeformt werden: 


&) das erste Element f,, (A) verschwindet nicht identisch, 
b) alle übrigen Elemente der ersten Zeile und der ersten Spalte sind identisch Null, 
c) die noch verbleibenden Elemente sind sämtlich durch f,, (A) teilbar. 


Durch geeignete Umstellung von Zeilen und Spalten kann man an die erste 
Stelle ein nicht identisch verschwindendes Element bringen. Ist- dieses kein ge- 
meinsamer Faktor aller übrigen Elemente, so läßt sich nach Satz 86 eine äqui- 
valente Matrixangeben, deren erstes Element nicht verschwindetund vongeringerem 
Grad ist. Ist auch dieses Element nicht ein gemeinsamer Faktor aller übrigen, so 
wird das Verfahren wiederholt. Jedesmal wird dabei der Grad des ersten Elementes 
erniedrigt; das Verfahren muß also einmal aufhören, d.h. das erste Element wird 
dann gemeinsamer Faktor aller übrigen. Durch geeignete Umformungen von Typ (2) 
lassen sich dann alle Elemente der ersten Zeile und der ersten Spalte außer dem 
ersten auf Null reduzieren; ‚die übrigen Elemente sind dann aber sämtlich durch 
dies erste teilbar. 

Da f,, (A) ein Teiler ale übrigen Elemente der vereinfachten Matrix ist, muß 
fi (A) nach Satz 85 der größte gemeinsame Teiler aller Elemente der ursprüng- 
lichen Matrix sein. _ 

Ist also die Matrix U = (aik)(n,n, vom Rang r > 0 gegeben, so kann sie durch ge- 
eignete Umformungen auf die Gestalt 


BL 
l,n-1 
_ (29,8) 
0 Dali 2. Dalai 


gebracht werden, wo f, (A) > 0.ein Teiler aller 5 ist. Da die Matrix (29,8) notwendig 
den Rang r besitzt, so hat die Matrix (n— 1)ter-Ordnung 
b.ı ... bı, n-1 
: Ä (29,9) 
bn-1, 1 ++» Dn-1, n-1 


den Rang (r—1). Ist aber r> 1, so kann die Matrix (29,9). durch elementare Um- 
formungen auf die Gestalt 
f2.(A) 0 0 
0 


Cıı €, n-2 
(29,10) 


0 Cn-2,1 »:-  (n-2,n-2) 
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gebracht werden, wobei /, (4) #0 ein Teiler sämtlicher c ist. Nach Satz 85 ist f, (A) 
als größter gemeinsamer Teiler aller Elemente der Matrix (29,10) auch größter. ge- 
meinsamer Teiler aller 5 und daher durch /, (4) teilbar. Die Matrix X = (air) ist 
damit durch eine Aufeinanderfolge elementarer Umformungen auf die Gestalt 


gebracht: | 
ha 0 0 0 
0 5m 0 0 
o Ö 64 C1,n-2 : (29,11) 
0 0 Cn-2,1.-- mn-2,n-2 


wo weder f, (A) noch /,(A) identisch verschwinden, und f} (A) ein Teiler von f, (A) 
und /, (A) ein Teiler sämtlicher c ist. 

Ist r>2, so kann die (n — 2)-reihige Matrix c weiter umgestaltet werden, so daß 
schließlich entsteht: | | 


HA) 0 0.. 0...0 
oo kN 02%. 0..0 
0.0 ld). 0...0 
! 3 (29,12) 
0 009... fr(A)... 0 
0 0 9.0.0 


Durch elementare Umformungen vom Typ (3) läßt sich die Matrix noch in der 
Weise vereinfachen, daß der Koeffizient der höchsten Potenz von A in jedem 
Polynom f; (A) zu Eins gemacht wird. 

Damit folgt der 

Satz 88: Jede A-Matrix n-ter Ordnung vom Rang r kann vermöge elementarer‘ 
Umformungen auf die Normalform gebracht werden 


VW Oi 
B,A) ©... 0...0 
0° 8,(4) 0...0 


» (29,13) 


0 ON: VO 
wo in jedem Polynom E; (A) der Koeffizient der höchsten Potenz von A gleich Eins 
ist und E; (A) ein Faktor von Hiyı (A)ist ?=1,2,..,r—]). 
Schließlich gilt | | 
Satz 89: Der größte gemeinsame Teiler der i-reihigen Determinanten einer 
)-Matrix vom Rang r (t=r) ist 
Di(A)=E,(A)-E,(A)  - Bi(A), (29,14) 


wenn E; (A) die Elemente der Normalform (29,13) bedeuten. 
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Satz 90: Zwei A-Matrizen n-ter. Ordnung sind dann und nur dann men 
wenn sie denselben Rang r besitzen und wenn für jeden Werti=1,2,...r die 
i-reihigen Determinanten der einen Matrix denselben größten gemeinsamen Teiler 
besitzen wie die i-Teihigen Determinanten der anderen Matrix. 

Der Satz ist eine Folge der Sätze 85 und 89. 

Anstatt .als Invarianten die größten gemeinsamen Teiler einzuführen, können 
auch die invarianten Faktoren eingeführt werden. 

Aus Satz 89 folgt 

Satz 91: Der größte gemeinsame Teiler deri-reihigen Determinanten fi =2,3,...r) 
einer A-Matrix vom Rang r ist durch den größten gemeinsamen Teiler der (.— 1). 
reihigen Determinanten teilbar. 

Die invarianten Faktoren sind nun folgendermaßen definiert: 

Definition 40: Wird in der A-Matrix /(A) vom Rang r der größte gemeinsame 
Teiler der i-reihigen Determinanten mit 


Di(A) =1,2,..-,r) 
bezeichnet, wobei der Koeffizient der höchsten Potenz von A gleich Eins sein sollund 
| D,@)=1 
- bedeutet, so heißt das Polynom | 
Bu) =, (20,15) 


‚der i-te invariante Faktor von (A) 

Mit dem Rang r bestimmen die n (A) daher ein vollständiges Invariantensystem: 

Satz 92: Zwei A-Matrizen gleicher Ordnung sind dann und nur dann äquivalent, 
wenn sie denselben Rang besitzen und die invarianten Faktoren der einen mit den 
entsprechenden der anderen Matrix übereinstimmen. 

Da sich im Falle einer nichtsingulären Matrix D; (A) von der Determinante der 
Matrix nur durch einen konstanten Faktor unterscheidet, folgt, daß, abgesehen 
von einem konstanten nicht verschwindenden Faktor, die Determinante mit dem 
Produkt aller invarianten Faktoren übereinstimmt. Wegen Satz 89 sind die inva- 
rianten Faktoren genau die Polynome E; (A) der Normalform (29,13). Nun ist in 
jeder Normalform jedes E ein Teiler des folgenden; also ergibt sich 

Satz 93: Von ‘den aufeinanderfolgenden invarianten Faktoren E;(}) einer 
A-Matrix vom Rang r ist jeder ein Teiler aller folgenden. Im Gegensatz zu den 
invarianten Faktoren und den Größen D, die rationale Invarianten sind, sind die 
 Elementarteiler im allgemeinen irrationale Invarianten. _ 

Um sie zu definieren, müssen zunächst die linearen Faktoren definiert werden. | 

Definition 41: Bedeutet D, (A) den größten gemeinsamen Teiler der r-reihigen 
Determinanten der A-Matrix f (A) vom Rang'r, so heißen die linearen Faktoren 


A-a, A-a, A-a", 0... (29,16) 


von D; (A) auch die linearen Faktoren der Matrix f (A) (x,«’, a” sind Konstante). 

.Da aber D, (A) das Produkt aller invarianten Faktoren von (A) ist, so ist jeder in- 

‚variante Faktor ein Produkt gewisser Potenzen von Linearfaktoren von (A) deren 

Exponenten Null oder ganze positive Zahlen sind. 
Daher wird definiert 
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Defin ition 42: Bezeichnet man mit 
Bi(A)=(A-a)a, (A-a)es... ü=],..., rn) (29,17) 


‚die invarianten Faktoren der A-Matrix /(A) vom Rang r, deren ‘voneinander ver- 
schiedene Linearfaktoren 


1—,i—a, A—a”, 


sind, so heißen von den Größen 


a »  (A—a)%, (Ad) 
( — a’) e’; j (A— 0’) e’ 2 REN. (A— &”) er 
A-an)e,, Aa)”, ..., (A-a)e” (29,18) 


Den wi sich nicht auf eine Konstante reduzieren, die Elementarteiler der 
Matrix f (A); man sagt, jeder Elementarteiler entspreche dem linearen Faktor, von 
dem er A "Potenz ist. 

Die invarianten Faktoren bestimmen die Elementarverteiler völlig; ;siesind nicht. 
nur Invarianten, sondern. bilden mit dem Rang r zusammen ein vollständiges In- 
variantensystem. 

Satz 94: Zwei A-Matrizen sind dann und nur dann äquivalent, wenn sie den- 
.selben Rang besitzen und die Elementarteiler der einen mit den entsprechenden 
Elementarteilern der anderen identisch sind. 

Aus Satz 93 folgt 

Satz 95: Die Gradzahlen e; der Elementarteiler, die einem bestimmten Linear- 
faktor entsprechen, genügen den Ungleichungen 


3>a1 (Ü=3,3,...,P). (29,19) 


Für die Berechnung der Elementarteiler sind folgende Sätze von Bedeutung: 

. Satz 96: Verschwinden in einer A-Matrix alle Elemente, die außerhalb der Haupt- 
diagonale stehen, und wird jedes Element der Hauptdiagonale, das nicht konstant 
ist, als Faktor von Potenzen verschiedener Linearfaktoren A— a, 4— a’, ... mit 
‚einer Konstanten dargestellt, so sind diese Potenzen gerade die Elementarverteiler 
der Matrix. 

Satz 97: Verschwinden alle Elemente einer 2 Matrix außer denen, die in einer 
gewissen Anzahl nicht sich überdeckender Hauptunterdeterminanten liegen, so 
findet man die Elementarteiler der Matrix, wenn man die aller dieser Hauptunter- 
determinanten aufsucht. i 

Gemäß (29,5) kann die Äquivalenz zweier 4-Matrizen auch in folgender Weise 
. definiert werden. | 

Definition 43: Zwei n-reihige A-Matrizen /(A) und 9(A) heißen äquivalent, 
wenn zwei nichtsinguläre n-reihige A-Matrizen B und.Q) gefunden werden können, 
deren Determinanten von A unabhängig sind, und für die die Relation gilt 


ABA FARM. (29,20) 


N.B. Zunächst ist nur bewiesen, daß eine Äquivalenz nach Definition 39 auch 
eine solche nach Definition 43 ist. Tatsächlich decken sich aber die Äquivalenz- 
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begriffe der beiden Definitionen völlig. Man sieht, daß. die drei Eigenschaften, die 
an den Äquivalenzbegriff gestellt werden (Transitivität, Reflexivität, Symmetrie) 
erfüllt sind. Es ist sodann nur noch zu zeigen, daß P (A) und Q (A) sich als Produkte 
der elementaren Umformungen darstellen lassen. Das ist aber immer möglich, da 
P(A) und Q(A) nach Voraussetzung nicht singuläre A-Matrizen sein sollen, deren 
Determinante von A unabhängig ist, also konstant ist. Es ist lediglich zu beachten, 
daß in der dritten elementaren Umformung das & unabhängig von A sein muß. 
Das ist aber keine Einschränkung des Äquivalenzbegriffes. Es ist also auch eine 
Äquivalenz nach Definition 43 zugleich eine solche nach Definition 39. 

Da nach Voraussetzung die Determinanten der Matrizen B(A) und Q(A) Kon- 
stante sind, sind die reziproken Matrizen B-! (A) und Q-!(A) ebenfalls A-Matrizen, 
d.h. ihre Elemente sind nicht gebrochene rationale Funktionen von }, wie es im 
allgemeinen bei den Reziproken der A-Matrizen der Fall ist. (29,20) kann daher 
‚ auch geschrieben werden: 


IA)= BP" 2. g(A)-Q (A), (29,21) 
di h. die Beziehung zwischen den Matrizen P (A) undQ (A) ist reziprok, wie es auch 
sein muß. | 
Beispiel3: Gegeben sei die A-Matrix 
ı A 0. 
/A)=I10 AA 43-22]. 
23 2 4 
' Die größten gemeinsamen Teiler sind 
2 ()= 1 
D,(4) = 


D, (A) = F (A—1), 
D, (A) = 185 — 444 28. 


Damit folgt für die invarianten Faktoren 


D,(A 
D.(A 
B, (0) = pp =A0—), 
E, (A) = Dear - 121). 


Also besteht folgende Gleichung 
sA)=PBA)-FiA)-Q(A) 
2 00 | 0 
oder |0 AQR-—I) 0 = PB(A)-|0O AR—A 23—92 )-D(R). 
0 0 (22-1) | BO —R 2 M—1 


Die Bestimmung von:P(A) und Q(A) geschieht nach dem oben angegebenen 
Verfahren wie folgt; | 
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100 
Linke Multiplikation von f(A)mit W,, (42) = | 01 ) 
| -42 0.1 
.1 100 
‚und rechte Multiplikation mit, DV,l)=|0 10 
| 001) 
vun: j 0.0 
ergibt die Matrix W,(-A2) FA) - DV, MD)=[0 AR—-N A—22]. 
iz 0 .298—22 M— 


Es muß nun noch die Untermatrix 


g_(AA-b BA 
| \A—R2 Mm—1) 
auf die Gestalt | 


rt 


gebracht werden. 
Wird 8 links mit W,, (—A) = & 1) und rechts mit W,,(— 4) = (6 7 mul- 


tipliziert, so entsteht die gewünschte Matrix, d.h. es ist 
100 10 0 100 
PB (A) == DM, (— )) 3 M,, (—42) =/0 1 0)-| 0 1 0] = 0 1 0 


0-4 1 -720 1 -/2 -/\ 1 
und 


| 1 10\ /100 11 - 
2) - DB, W.—-N)=|0 1 ) 01 ) -=/01- 
001, 


001 
mit |B(A)|=1,|OM|=1. 
2 0 0 \/100o 1 ı-A 
Es ist damit -(0 A(i—]1) 0 )-(: 1 0). (i 1 ) 
No 00 aan) \-®- 1 00 1 


oder auch I) = P1(i)-g(A)-Q1(A) 


100 1-1 0\ 
-/0 1 0).ga)-[o ı Al. 
2ır 1 001 


Nach (29,17) wird für die linearen Faktoren und Elementarteiler 
5, (1) = (A—o) e,-(A—a’)e’,-(A— a”) e”, —4.1-1, 
E,(A )=(4—.) e&* (A— a’) e’y* .(A—a”)e”,=4 A—1)-1 
B, (A) = (A—a) ez-(A— a’) e’,:(A— x”) er, = A (R—])= 710-1) (A+]1) 


d.h. es sind die linearen Faktoren wegen 


«=0,0W"=1,0”=1;A—a=4,41-W"=4—-1,%—-u’=%+1l. 
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Weiterhin ist 4=1, e,=0, e’,=0, 


womit die Elementarteiler bestimmt sind. 

Es soll nun noch die Äquivalenz von Matrizenpaaren genannt werden. Liegen 
Polynome in A vor, so heißen zwei Paare von Matrizen W,W, und 8,8, dann 
äquivalent, wenn zwei nichtsinguläre Matrizen B und Q sen: so daß 


AU=-PBD, W=-PB,D. (29,22) 


Es gilt nun folgender 
Satz 98: Sind, und 3, nichtsingulär, dann sind die Matrizenpaare W,, Y, und 
"BB, 2d,dann und nur dann äuivalent, wenn die Matrizen WA +, und 8,4 na B, 
dieselben invarianten Faktoren (oder Elementarteiler) besitzen. 

It WA+U,-Aund®,2+B,-=%B, so ist wegen (29,22) U = PBO, d.h. A 


und B Haben dieselben en Faktoren. 


30. Ähnliche Matrizen 


Durch (29,5) wurde die äquivalente Matrix B= SAT eingeführt; dabei waren 
S und T zwei quadratische, nichtsinguläre Matrizen. gleicher Ordnung, wie 8, die 
eine Reziproke besitzen und als Produkt der elementaren Umformungen darstell- 
bar waren. (29,5) kann nun in der Weise spszialisiert werden, daß © gleich T-1 
bzw. TI gleich ©"! gesetzt wird. Die so entstehenden Matrizen sollen ähnliche Ma- 
trizen heißen (in Anlehnung an die noch zu besprechende Ähnlichkeitstransforma- 
tion des n-dimensionalen Vektorraumes). Es wird daher definiert 

Definition 44: Zwei Matrizen X und 3 heißen ähnlich, wenn eine nicht- 
singuläre Matrix © existiert, so daß 


B=-GS-1AS (30,1) 


ist. Umgekehrt folgt aus (30,1) | | 
U-SBo-. (30,2) 


Summe und Produkt ähnlicher Matrizen sind ebenfalls Shalch: 
Satz 99: Ist B=6-q S und B,— = 611,6, 


. so ist B,+B,=© "A, Ss+e1, S=6- (U+ U,) S (30,3) 
und BB =-O1LS-EI1NNS=-S!MWMWWES. (30,4) 
Für die Reziproke gilt B’Y=(SIASYT=- SWG, (30,5) 

Ist /(W) an Polynom, so ist 
SAMSTAG), (30,6) 


d.h. also: Summe, Produkt, Reziproke und Polynom transformieren sich kongre- 
dient zu den Matrizen selbst. 

Die Transformation, die zu ähnlichen Matrizen führt, nennen wir. Ähnlichkeits 
transformation. 


30. Ähnliche Matrizen 8 


Es sollen nun die.Invarianten der Transformation untersucht werden. 
Für die Determinante und die Spur gilt 


Satz 100: |8]-|4] (30,7) 
SPp(B)=Sp A); (30,8) 
denn es ist wegen B=EI1AS: | 


|3=-]|S"QAS|=|5"|.[|U|.|S|=|S"5|-|U= |] 
und mit Rücksicht auf Satz 47- 
Sp (B) = Sp (S1AS)=H(STSA=-SP AM) 


(vgl. auch (11,6)). 
Weitere Invarianten liefert das charakteristische Polynom. Nach (26,1) und 
(26,3) ist 
|A— 21€] = A —4 Mi POT tun=0. 


Dabei war t, = 2’ a die Spur der Matrix A, in die Determinante |W|. 

Es gilt nun folgender _ 

Satz 101: Die Koeffizienten der charakteristischen Gleichung einer Matrix sind 
Ähnlichkeitsinvarianten. 

Der Satz stellt mithin eine Erweiterung von Satz 100 dar. 


Wegen 
B=S1AS ist B-AE- STAS-IE=-STAS-SMES=-ES1AU—IE)S, 
daher auch |B-1€|=|S1(-16)8 |=|A—AE|. (80,9) 
Daraus folgt aber 


Satz 102: Die Eigenwerte einer Matrix sind Invarianten gegenüber Ähnlich- 
keitstransformationen. 

“Denn nach (30,9) stimmen die n Wurzeln der Säkulargleichung | B—_A E|=0 
mit den n Wurzeln der Säkulargleichung |X— 4 € | = 0 überein. 

Genau so, wie es möglich war, für äquivalente Matrizen eine Diagonalmatrix 
als Normalform anzugeben, so ist das auch für ähnliche Matrizen möglich. Sollen 
also die beiden ähnlichen Matrizen YWund ® durch eine Ähnlichkeitstransformation 
B=GS-1AS so transformiert werden, daß B = (A; öir) eine Diagonalmatrix wird, 
‚wobei die A; die Eigenwerte sowohl von X als auch von B sind, so sind an die 
Matrix © besondere Forderungen zu stellen. Eine ausführliche Behandlung dieser 
Frage wird unten im Zusammenhang mit den Eigenvektoren (vgl. insbesondere 
Satz 108) gegeben. Desgleichen wird auf diese Fragen noch bei der Behandlung der 
unitären und orthogonalen Transformation eingegangen. 

Wir setzen daher jetzt voraus: 

1.4 und B sind vertauschbare Matrizen. 

2. Die Säkulargleichung besitze nur einfache Nullstellen, da wir zum Beweis den 
Satz 72d (25,9) heranziehen wollen und dieser nur für einfache Nullstellen 
gültig ist. Es sei hier angemerkt, daß im Falle der Entartung (mehrfache Null- 
stellen) das Verfahren der Störungsrechnung Anwendung finden muß (vgl. 
Teil III). 


6 Pupke, Matrizenrechnung 
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3 & sei eine niohteteiläse Matrix und besitze eine Reziproke. Ihre Festlegung 
nach Satz 72d schließt bereits den Begriff Eigenvektor ein. Es wird in Satz 108 
bewiesen, daß die Spalten der Matrix © die Eigenvektoren sind. 


Dann gilt folgender 
Satz 103: Wird X durch eine geeignete Matrix & in B = &-1W6 transformiert - 
und sind A: die Eigenwerte der Matrix W, so hat B die Form 


B= (Hör). (30,10) 


® ist also eine Diagonalmatrix; die Diagonalelemente sind o Eigenwerte der 
Matrix. 


In (30,10) ist zugleich enthalten, daß wegen (30, 7) |8|= | ul —=/IIA und wegen: 
(30,8) SP (B)= Sp A) = > Ai ist. i 


Der Beweis von Satz 103 ergibt sich folgendermaßen: 
Für eine Wurzel 4 (1<=i=n) ist 


A-HE)= (A). 


Bedeutet % (A) die zu f (A) gehörige Adjunktenmatrix, so läßt sich nach Satz 72d 
(25,9) % (A:) als Produkt einer Spaltenmatrix s und einer Reihenmatrixt darstellen: 


Si 
R; (A) = (ri Pe ni) . 


3 Sni 


Weiterhin ist nach (25, TFA) (A) = 5 (A)-f(A) = 

Daher wird FA) (8%) - (rm) = (85) - (rm) - . = 

‚also auch. A) (), =(U—AE)- (55) =( (30,11) 
und (v2) (A) = (ru) - (U—AE) = (30,12) 


Die n Matrizengleichungen für alle Wurzeln (30, u bar (30,12) können in eine 
einzige Gleichung zusammengefaßt werden: 


/ı Sl >»»- An Sin 


us=-| - =64 (30,13) 
Ai Sp1 ... As San 
4,09... 0° 
mit A = ji ? R ’ 
Ve "Y 
d.h. es ist, wenn © eine Reziproke besitzt, 
SI1AS=A (30,14) 


oder mit A=®8 Gleichung (30,1) erhalten worden. 


30. Ähnliche Matrizen .83 


Das Ergebnis. ‚zeigt: Die Eigenwerte sind Invarianten gegenüber Ähnlichkeits- 
transformationen. 


In der Hauptdiagonale der transformierten Matrix kommt also jede Nullstelle 
der charakteristischen Gleichung vor. Die Diagonalgestalt läßt sich also angeben 
und die transformierende Matrix S bzw. ©! ist nach (30,11) durch Auflösung des 
algebraischen Gleichungssystems bestimmt. 

Sind die Eigenwerte nicht alle verschieden, so ist es möglich, daß eine Matrix 
durch eine Ähnlichkeitstransformation nicht auf die Diagonalgestalt gebracht wer- 


den kann. Hiervon handelt die in der vorigen Ziffer bereits erwähnte Elementar- 
teilertheorie. 


Be ispiell: Einfache Wurzeln. 


2 0 - 
Es sei A=I10 -3 -2]. 
(“ 1 ) 
| i—2 0. 1 
Dann ist fü)=(—-10 +3 2- |; 
| ı —ı; u 


und |f(A)|=4®—322—10%+24= (A—2) (A+3) (A—4), 


200 
d.h.y=23,4,=—3,4,=-4undA=[0-3 0]. 
ö 004 


‚0 0 1 
It}=4,sofolgt f(A,)=|-10 5 2], 
| (1 -% 2, 2 
Die Elemente s,,, 837, $;ı erhält man durch Auflösung der Gleichung 


811 
/ (4,)- (=)- 0, 
831 


sie sind z.B. 3, = 1, 31 = 2, 5, =0. 
Entsprechend ergibt sich für A = A,: 8,5 = 1, 899 =—68, 8, =5 


und füri=4;: Se =1l 95 = 2, 8, = —2. 

| a Ku | 126 7 70 

Damit wird 56=|2 -68 2),6©"=Yu| 4 2 ®), 
0.5 — ‚10 -5 -70 


daher IAS=A. 
Beispiel 2: Mehrfache Wurzeln. 


2 -2 3 
5 -4 6 
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Dann ist |f(A)| = (A— 1)? (A—2), also, =A,=1, 4, =2. 


| un: Let Di 02-3 
Mit Fa 109 = (-1 5 s) und 1a (1 6 s) 
on | 54 5 54 4 


i 1 0 
S=-15 50 ‚also |S|=0, 
3 3 0/7: 


d.h. &-1 existiert: nicht, folglich läßt sich die Ähnlichkeitstransformation nicht, 
ausführen. 


ergibt sich 


31. Der n-dimensionale Vektorraum 


Die in Ziffer 29 bzw. 30 eingeführten äquivalenten bzw. ähnlichen Matrizen 
können als lineare homogene Transformationen im n-dimensionalen Vektorraum: 
interpretiert werden, und zwar in folgender Weise: 

Ein:n-dimensionaler Vektor sei ein geordnetes n-Tupel (a1, ... a,,} von Elemen- 
ten, die dem Bereich R der komplexen oder auch nur dem Bereich: der reellen 
Zahlen angehören*):. Das Element an ;-ter Stelle a; heißt die ö-te Komponente 
des Vektors. Zwei Vektoren a={aı,...,„}undb={b,,..., d„} heißen dann und 
nur dann gleich, wenn a, =b,, ..., &n = b„ ist (vgl. Gleichheit von Matrizen!). Die 
Gesamtheit aller n-dimensionalen Vektoren mit Komponenten aus WR heißt 
n-dimensionaler Vektorraum B, bezüglich R. 

k Vektoren aı, ..., dr heißen linear abhängig, wenn es k Elemente }ı, ..., Ak 
aus R gibt, die nicht alle gleich Null sind, und die Beziehung besteht: 

Aut +hm=0. (31,1) 
Gilt (31,1) nur, wenn alle A; = 0 sind, so heißen sie linear unabhängig. (31,1) heißt 
auch eine Linearkombination der Vektoren a,, ..., d.aus ®„. Unter der Dimension 
eines linearen ‚Vektorgebildes 2 im ®, versteht man die Maximalzahl linear unab- 
hängiger Vektoren von £. Ist p die Dimension von &, dann wird jedes System von 
9 linear unabhängigen Vektoren aus & eine Basis von £ genannt. Die Maximalzahl 
linear unabhängiger Vektoren des 2, ist n. Die Dimension eines linearen Vektor-. 
gebildes in ®, ist also stets—n. 


Satz 104: Unter einer linearen Transformation von & versteht man eine ein- 
deutige Abbildung von 2 auf sich, die folgende Eigenschaften besitzt: 


a) Ist a* das Bild des Vektors a, dann ist Aa* das Bild von Aa für beliebige 4 
aus R; 

b) sind a* bzw. b* die Bilder von a bzw. b, dann ist a® + b* das Bild von a-+b. 

Bezeichnet man die lineare Transformation durch die griechischen Buchstaben 

0,T,... und den Bildvektor, den die lineare Transformation o dem Vektor a aus 

2 zuordnet, durch o (a), dann nehmen die beiden obigen Eigenschaften a) und b) 
die Gestalt an: 

| o(Aa)=Ac(a), (31,2) 

o(a+b)=o(a)+o(b). (31,3) 

*) Es genügt, daß, algebraisch gesprochen, der Koeffizientenbereich R ein Ring mit Eins- 

element ist. 
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Zwei lineare Transformationen o und r heißen „gleich‘, wenn sie dieselbe Abbil- 
dung von 2 auf sich liefern, also 


| o=T wenn © (a) = T (a): für alle aaus 2 
ist. 

Um die analytische ‚Derstellung einer linearen Transformation zu. gewinnen, 
denken wir uns eine Basis aı,...., An von 2 und betrachten den Bildvektor des 
k-ten Basisvektors, also o ie ‚ er ist auch aus 2 und daher eindeutig: als Linear- 
kombination der Basis aı, ..., Q„ darstellbar. Mit bestimmten Elementen a. aus £ 
seietwa. 


c (az) =Ayplı +++ nen: (31,4) 


Solche Gleichung gilt für jedessk=1,...,n 
Weiterhin sei 


t=Xılıt 4 nn (31,5). 
irgendein Vektor aus £. Die Elemente %15 .--, %n heißen die Komponenten. des 
Vektors bezüglich der Basis aı,...., da. oder auch. die Komponenten von x im Ko- 


ordinatensystem [aı,....; An]. Die Elemente, 215 --., % sind eindeutig durch x be- 
stimmt, und umgekehrt läßt sich auch der Vektor x eindeutig nach (31,5) aus den 
Komponenten 1, ..., &n berechnen bei festem Koordinatensystem la, ..., An]. 
Die lineare Transformation o führt den Vektor x eindeutig in einen bestimmten 
Bildvektor o (£) über. Die Komponenten vono (&)i im Koordinatensystem [aı, ..., An] 
seien Yı, -.., Yn« Dann gilt | m 
 o&)=Yyılıt + Yaln. (31,6). 


Da die Komponenten yı, ..., %n des Vektors o (x) eindeutig durch die Komponen-. 
ten #1, ..., %n des Vektors £ bestimmt sind, lassen sie sich aus ihnen berechnen, 
Wegen (31,2) und (31,3) wird. 
n 'n 
o(%) -0(,2 D 2% “) =, 0(%)= 2 2:0 (0). 
- . k= 1 k=l k=1 
Daraus entsteht mit (31,4) 
n n nm 
o(Ü)=% (ur Zaraı)=2 Lara. 
k=1 (=1 k=liel 
Durch Vergleich mit (31,6) u sich 
a (yi— - 3 ‚ir Ur) G=0. 


Als Basis von 2 sind aber die Vektoren aı,...., Qn linear "unabhängig; es müssen 
‘daher die Koeffizienten der letzten Gleichung alle verschwinden: 


N 


— Y ame. (31,7) 


k=1 


Sn. 


Diese Gleichung läßt sich auch folgendermaßen schreiben: 
y=4UWr, (31,8) 
wenn U die Matrix (ax) undy=(y),x= (2x) ist. 
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Damit ist der Satz bewiesen: 

Satz 105: Jede lineare Transformation von £ läßt sich in jedem Koordinaten- 
system [a,, ..., An] durch ein lineares Gleichungssystem der Gestalt (31,8) dar- 
stellen. 

Auf Grund der Gleichung (31,8) wäre es möglich gewesen, von vornherein den 
Begriff Matrix mit den linearen Transformationen zu verbinden. Insbesondere 
tritt dies deutlich hervor, wenn Summe und Produkt zweier linearer Transfor- 
mationen betrachtet werden. 


Es sei gegeben: 
(0) = > Air Oi 
und S (u) = > Die i. 
5 

Dann wird (s+r7) (a;) =0()+T (ax) = I (ar + bu) 0;, (31,9) 
d. h. die Additionsmatrix & ist = (ar + bir) = U + B- 
und (0-7) (0) = 0 Tel] =0[ 2 50) = 3 bn0 (0) 

= >> br > Ai di= > (zZ > div bs) 0 ’ (31,10) 

vl il i=1 bei 


d.h. die Produktmatrix € hat die Gestalt C- (zZ Z dp bu) - 4.8. 


Bisher hatten wir lineare Transformationen in einem er 
[A -.., @n] betrachtet. Der Übergang von einer Basis a, ... @% zu einer anderen 
Basis b, ..., Dn heißt Koordinatentransformation. | 

x sei ein Vektor aus 2. Im Koordinatensystem IA, .., An] habe er die Kompo- 
nenten UREETE im Koordinatensystem Ib,, ..., Dr] aber die Komponenten 


21, ..o,7 un, d. h. es ist 
.R 


= BI 02 = 3 zur. (31,11) 


k=1l k= 


Um die Komponenten x; aus den &; berechnen zu können, en wir die 
Komponenten der Vektoren a,, ..., (n im Koordinatensystem [B,» ..., Da]. . 


Wir setzen: (= > tb, (k=]1,...,n) (31,12) 
(1 * 


(31,12) in (31,11) eingesetzt, ergibt 
Rn 


> (2 ZulE Zah 
=i 


{=1 


n R n 
oder >> (ai —)’ ar) b=0. 
kl 


i=1 
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Wegen der linearen Unabhängigkeit der Basisvektoren b,, ..., b folgt daher 


= 2 bi. (31,13) 
1 
oder =T:r (31,14) 
mit T= (in), (u), zn). 


Aus (31,12) folgt, daß die Maximalzahl linear unabhängiger unter den Vektoren 
Ay» -. +, An gleich.dem Rang der Matrix T ist. Die Vektoren O4» ++, An sind aber 
als Basis von £ in ihrer Gesamtheit linear unabhängig, d.h. der "Rang von T 
ist r(T)=n, also |T|+0, folglich existiert T-!. Linke, Multiplikationen von 
(31,14) mit TI" ergibt daher 

i-Tlr*, (31,15) 


Die 2 sind also aus den x; berechenbar. 

Ist nun U = A die Matrix der linearen Transformation im Koordinatensystem 
[ü)> .. +. |, B= (bir) die im Koordinatensystem [b,, ..., Da], so wird im all- 
gemeinen Y+%8 sein und es fragt sich, welcher Zusammenhang zwischen WU und B 
besteht. 

o war im Koordinatensystem [a,, ..., @n] durch das lineare Gleichungssystem 
(31,8) y=WUx dargestellt. Im Koordinatensystem [b,, ..:, b„] wird o durch das 
Gleichungssystem | 

yi= 5 biza (81,16) 


dargestellt, oder durch y’=Br*. (31,17) 


Der Übergang vom Koordinatensystem [a,, ..., @"ü] zum Koordinatensystem 
[B,, ..., D2] wird wieder vermittelt durch die Gleichung 


y= T-iy. (31,18) 
Setzt man dies in (31,8) ein, so folgt mit (31,15) 
z-1 y* = AT-1z* . 
oder nach linker Multiplikation mit T 
„= TAT-I:*, (31,19) 


Diese Gleichung gestattet, die Komponenten y; vom o (x) im Koordinatensystem 
[0,5% » Ön] aus den Komponenten x; von & im gleichen Koordinatensystem zu 
berechnen! Da aber das Gleichungssystem, das o im Koordinatensystem [b,, 5 Dr] 
darstellt, eindeutig bestimmt ist, muß (31,19) identisch mit (31,17) sein; d. h. es 
muß gelten 


B=- TAT. (31,20) 


Damit haben wir den Zusammenhang zwischen X und B gewonnen. (31, 20) stellt 
also nichts anderes dar als die in Ziffer 30 besprochene Ähnlichkeitstransformation. 
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Damit ist der Satz gewonnen: 

‘Satz 106: Wenn die lineare Transformation o in einem Koordinatensystem 
[A, -.., An] die Matrix U, in einem anderen Koordinatensystem [b,, -.., Du] die 
Matrix 3 hat, dann geht B aus X durch Transformation mit einer nichtsingulären 
Matrix T hervor. T ist die Koeffizientenmatrix der Transformationsgleichungen 
beim Übergang vom Koordinatensystem [a,; ..., 0n] zum System [b,, ..., Br]. 
Ebenso geht W.aus B durch Tranformation hervor, und zwar gilt 


A=-TI1BT. (31,21) 


Die Ähnlichkeitstransformation behandelte eine Abbildung eines linearen Vektor- 
gebildes 2 auf sich. Liegen nun zwei Vektorgebilde 2 und M vor und werden beide 
Vektoren aufeinander abgebildet, so ergibt sich bei Bezug auf ein neues Koordi- 
natensystem folgendes: 

Nach (31,8) ist y=Ur. 


In 2 besteht die Transformation (31,5): x=T-1x 


in M dagegen yeo-y",.; (31,22) 
wobei © = (s;}) ist. 

Daraus folgt aber ur !: 
oder Y=(SAT-):, (31,23) 


d.h. an die Stelle der Matrix (31,20) als ähnlicher Matrix tritt hier die in Ziffer 29 
behandelte äquivalente Matrix 


B=-SAT-. (31,24) 


Äquivalente Matrizen sind daher Verallgemeinerungen der ähnlichen Matrizen. 
Damit wir den Satz erhalten: 


Satz 107: Wird in einem Koordinatensystem [a,, ..., An] eine lineare Ab- 
bildung eines Vektors x im Vektorgebilde 2 auf einen Vektor y im Vektorgebilde M 
durch die Matrix X dargestellt, so wird in einem Koordinatensystem [b,, ..., Da] 
die Abbildung des Vektors x* in den Vektor 9* durch die Matrix B dargestellt. 
B geht aus W in der Weise hervor, daß beim Übergang vom Koordinatensystem 
[a,, ..., &%] zum Koordinatensystem [b,, ..., b»] T die Koeffizientenmatrix der 
Transformationsgleichungen des Vektors x in x*, © die Koeffizientenmatrix der 
Transformationsgleichungen des Vektors y in Y* ist. 


Ist 2 identisch mit M, so wird S=T und wir erhalten wieder die Ähnlichkeits- 
‚transformation. 

In Ziffer 30 hatten wir gesehen, daß die Normalform einer ähnlichen Matrix eine 
Diagonalmatrix ist, deren Diagonalelemente die Eigenwerte sind. Es ist also ein 
ganz bestimmtes Koordinatensystem ausgezeichnet worden. Diese Koordinaten- 
systeme, in denen eine Matrix durch die Diagonalgestalt dargestellt wird, heißen 
Hauptachsensysteme. 
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Wir betrachten nun einen Eigenwert A,. Da |U—4,€|=0 ii, so ist das lineare 
homogene Gleichungssystem 


(31,25) 
Anı%yt *** + Amin = A, In 


lösbar. Zu allen » Eigenwerten Ar läßt sich ein lineares homogenes Gleichungs- 
system nach (31,25) aufstellen. Die Lösungen dieses Systems, die nur bis auf einen 
konstanten Faktor bestimmt sind, bezeichen wir mit xx, so daß 


I 0 2% = Ag %ır (31,26) 
; 
wird. Die Gesamtheit der n Zahlen x, ..., &nz nennen wir einen Eigenvektor £.; 
der Matrix W. Der Eigenvektor &.. gehört zum Eigenwert Ar. Gleichung (31,26) 
kann dann auch geschrieben werden 


Ar, = % X.£ ß (31,27) 


Die Matrix führt also ihre Eigenvektoreni in Vektoren über, die sich vom Eigenvektor 
nur durch einen konstanten Faktor, den Eigenwert unterscheiden. 

Man kann die Eigenvektoren &.ı, ..., £.„ zu einer Matrix X zusammenfassen, 
so daß &£.; die k-te Spalte dieser Matrix bildet. Werden die Elemente von X mit x 
bezeichnet, so ist | 

X = (£.ı)i = Kr. 


Dann steht in (31,26) der (ik)-Koeffizient von UX. Auch die rechte Seite kann man 

als den (ik)-Koeffizienten einer Matrix auffassen, nämlich als den (?k)-Koeffizienten 

von £A, wo A eine Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen Ays ones An ist. 
Dann lautet (31,26): 


(Ur = 3 Xjda Ar = (X A)ie, 
| ; 
und man kann die n? Gleichungen (31,26) in 
AUR-XA (31,28) 


oder, wenn X eine Reziproke hat in 


XIAUXI=A (31,29) 
zusammenfassen [vgl. (30,14)]. 
Damit ist der Satz gewonnen: 


Satz 108: Eine Ähnlichkeitstransformation mit einer Matrix, deren Spalten die 
n Eigenvektoren sind, bringt die Matrix auf die Diagonalform. Die Diagonal- 
elemente sind die Bigenwerte der Matrix. 

Lassen sich zwei Matrizen mit derselben Transformation auf die Diagonalgestalt 
bringen, haben sie dieselben Eigenvektoren, so sind sie vertauschbar. Sie sind es 
nämlich als Diagonalmatrizen sicher nach der Ähnlichkeitstransformation, also 
‘waren sie es schon vorher. 
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‚32. Bilinearformen, quadratische und hermitische Formen 


Außer Transformationen mit reellen Koeffizienten lassen wir jetzt auch Trans- 
formationen mit komplexen Koeffizienten zu, die auf Vektoren mit komplexen 
Komponenten ausgeübt werden. Dann ist das skalare Produkt zweier Vektoren & 
und 9 gegeben durch 

(9) = 2 Kidyi, (32,1) 


wobei der * wie in Ziffer 16 die konjugiert komplexe Größe bedeutet. 
Ist (x, 9) nicht reell, so hängt der Wert von (£,9) von der Reihenfolge ab und 


es ist 
(9,2) = 2 Y zit = (#*,9*) = (#,9)*. (32,2) 


(% 9) = 0 bedeutet, daß die beiden Vektoren x und senkrecht aufeinander stehen, 
sie sind orthogonal zueinander. 
Das skalare Produkt eines Vektors mit sich selbst ist 


(£,2) = zuut=) 3 | ?>0; (32,3) 


{| x | bedeutet hier den absoluten Betrag!). 
Die reelle Größe |:|= Y(;:) (32,4) 


nennt man die Länge des Vektors. 
Man kann nun in (%,9) den Vektor x durch Ax ersetzen, wobei U irgendeine 
Matrix bedeutet. Es wird dann für reelle Vektoren | 


(AUx,Y) 2 Gi %i Yr; (32,5) 


für komplexe Vektoren 
(Ux,9y) = 2 Wir Fi yr : (32,6) 


Gleichungen, die als Bilinearformen bezeichnet werden. 

Die Begriffe symmetrisch, schief, Rang, singulär, transponiert, invers, adjungiert, 
Summen und Produkte übertragen sich von den Matrizen her unmittelbar auf die 
Bilinearformen. Das Produkt zweier Bilinearformen erhält man also nicht durch 
Ausmultiplizieren, sondern es ist wieder eine Bilinearform, deren Matrix das Pro- 
dukt der Matrizen der ursprünglichen Bilinearformen ist. 


Aus (Ax,y) = 2 ia Ye a (B:,9y) = z bir &i Yr* 
folgt (Ax,9)-(Br,9)= (Cs, 9)) = 22 bazıyı". 


Für y=x geht die ametrische Bilinearform in die reelle quadratische Form. 


(Ax,x)= z (ir Xi %r (32,7) 
über. | 
Ist ar = ax, d.h. liegt eine hermitische Matrix \ = Wf vor, so entsteht die her- 
mitische Form 
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(Arr)=- Yan; (32,8) 
5 


sie besitzt reelle Werte; denn es ist mit (32,2) und (32,6) | 
Ar,’ (£, Ar) = (Ax,x). (32,9) 


Wenn man in einer Bilinearform 
BE, n 
(Az,y) = !auzı ye 

u Akel 

die Variablen den beiden Transformationen 
n 
vs= NY car, Y= z bu NR 
k=1 

mit den Matrizen & und B unterwirft, so wird 


n on 
(Us,y)=Yamuiy= 3 arcjdr Em 
kml hicklel 


n n 
.- 2 pa em, pi = Z ancy bri. (32,10) 
, . % 


Es entsteht also aus X eine transformierte Bilinearform mit der Matrix 


(pı)=CAUB. (32,11) 
Liegt speziell eine quadratische Form 
. (Ux,x) = I au 2 © 
mit der symmetrischen Matrix UV vor, so ist C = B zu setzen; es entsteht daher 


bei der Transformation der Variablen die Matrix EXT. 


Transformiert man eine hermitische Form (Az, x) auf neue Variable durch 
<= Gr’, so folgt wegen (33,9) 


Axı)=(ASr, Sr)=(EIAGF, #)=(Br,r’), (32,12) 

wo also B=-G!AGS (32,13) 
ist. Diese Matrix ist wieder hermitisch: 

| Br=B. (32,14) 


‚Der Einheitsmätrix entspricht als hermitische Form das skalare Produkt eines 
_Vektors mit sich selbst, oder die Einheitsform (32,3). 


Es werde nun noch das bekannte Verfahren mitgeteilt, eine hermitische Form 
auf Hauptachsen zu transformieren. Ist wieder (32,8) gegeben, so suche man die 


linearen Gleichungen | | 
w— N aızı=0 (32,15) 
I 


zu lösen. Dies ist nur für die Eigenwerte w möglich. Liegt keine Entartung vor, So 
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PA zu jedem wi eine bis auf einen konstanten Faktor bestimmte Lösung x; = xx, 
so daß gilt: 
WEHR — 2 aırcu =, Wr Be — > ai Sk =0. 


“Multipliziert man die erste Gleichung mit x;«*, die zweite mit x; und summiert über 
j, so folgt durch Subtraktion wegen des hermitischen Charakters von a 


(w — wi) 22% %i=0. (32,16) 
; | 
Der Proportionalitätsfaktor kann so gewählt werden, daß 
Se, -1 (32,17) 
7 


ist und die x;: daher eine orthogonale Matrix (x) bilden. Diese transformiert also 
die gegebene Form gerade auf eine Quadratsumme; denn setzt man 


= 3 Ziyi, = > zu Ye, 
BE 


so erhält man Saızyaı = s 2 azı 2 zu Yyiy”r, 
j Jul &k 
= 3 3 wi au u yı Y’r 
ie 1 
= dw yiıy" (32,18) 
(vgl. auch $ 33).. u 


33. Unitäre Transformationen 


Satz 109: Jede unitäre und hermitische Matrix läßt sich durch eine Ähnlich- 
'keitstransformation mit einer unitären Matrix auf die Diagonalform bringen. 
Wird eine Matrix unitär transformiert, so bleibt sie unitär bzw. hermitisch. Sei 
® eine unitäre, 9 eine hermitische Matrix, U die unitäre Transformationsmatrix, 


so ist - 
UBU=-SMIBU 
als Produkt von drei unitären Matrizen nach (19,5) wieder unitär. Aber auch 
UISU 
bleibt hermitisch; denn es ist 
AHSW=-WHAH-WHSU-UIHU. 

Es sei nun A, ein Eigenwert von ® bzw. 9. Der zugehörige Eigenvektor, der nur 
bis auf einen Könstänten Faktor bestimmt ist, sei 1., = (U,j; Ugp - - - » Unı). Den kon- 
stanten Faktor nimmt man so groß an, daß das innere Produkt (u.,,u-.,) = 1 sei. 
Da (u.,, u.,) nicht verschwinden kann, ist das immer möglich. Bildet man nun eine 
unitäre Matrix U, deren erste Spalte u., ist, so kann man mit dieser Matrix ® bzw. 


Hzu UIBU bzw. UIHU transformieren. Da ja u., ein Eigenvektor von ® ist, 
kommt daher im 1. Fall in die 1. Spalte 


In = (N- = DB YVlnı= == (ur B Yı = 2 Urn 92 Dın U, = I Un A, 1 — Öpı A, . 
nA . 
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In die erste Zeile der l: Spalte. kommt A,, sonst ist sie leer. Dies gilt entsprechend 
auch für U'HSU; d.h. UTHU bzw. U'BU = X haben die Gestalt 


4,09 ....0 
0 
E (33,1) 
(0) 
'Da X eine unitäre Matrix ist, ist seine 1. Spalte z., ein 'Einheitsvektor, d. h. es 
muß sein: 
ut l21P+ + m®=|R2|=1. 


(Die senkrechten Striche bedeuten hier naturgemäß die Absolutbeträge!) Dasselbe 
muß aber von der 1. Zeile x, gelten, d.h. es ist | 


| Zu + lat =. +2 = |A2]+ 2: %+ wo +|21|?, 


so daß die Summe der Absolutwertquadrate von %,9 X ---, %ın verschwindet, 
also auch 279 #13 - - -» %1m selbst. Jede. unitäre bzw. hermitische Matrix läßt sich _ 
daher unitär auf die Gestalt (33,1) transformieren. 


Um die vollständige Diagonalgestalt zu erhalten, ist es zweckmäßig, die Matrix 
(33,1) als Übermatrix zu schreiben, und zwar in der Form 


j Ar 02 ... 0 /ı 0 ... Ö 
& | b . (33,2) 
. ZW. f) ’ 
B, = 9 ” 
0 ‚0 
wobei ®, bzw. 9, nur noch n-1 Zeilen und Spalten: besitzen. (33,2) wird nun 
durch eine weitere unitäre Matrix 


Ya) = 5 ra i (33,3) 


wobei U, n-1 Zeilen und Spalten hat, transformiert. (33,2) geht daher über in: 


/40 ... 0 0 90 
2 in | (33,4 
| WR \ ZW. | wis,u, r ( ‚#) 


Wie vorher, kann man U, so wählen, daß U,f Q, U, bzw. U,19,U, die Gestalt 


Fa, 
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besitzt, wo ®, bzw. $,n nur noch n-2 Zeilen und Spalten hat. Damit entsteht die 
Matrix 


Ua ut B YUn= (4 Dr ,.) (33,5) 
2 
mit A, = 6 : ) 


Wird dieses Verfahren fortgesetzt, so gelingt es offenbar, DB oder 9 ganz auf die 
Diagonalform zu bringen. 

Der Satz 109 gilt nicht für symmetrische und komplexe orthogonale Matrizen, 
wohl aber für reelle symmetrische und reelle orthogonale Matrizen, dieja nur einen 
Spezialfall der hermitischen bzw. unitären bilden. 

Ist B bzw. 9 somit auf die Diagonalform gebracht, so ist die entstandene Matrix 
A, bzw. Ar auch weiter unitär bzw. hermitisch. Es ergibt sich: 


4A, Al, = C, (33,6) 
bzw. Ar = Ahr. (33,7) 


Damit folgt für die Eigenwerte aus (33,6):%, Af,= 1, d.h. sie sind ihrem Absolut- 
wert nach 1, aus (33,7):A=4f, d.h. sie sind reell, Ergebnisse, die bereits abgeleitet, 
worden sind. | 

Im Anschluß an die in Ziffer 31 behandelte Vektorendarstellung im n-dimen- 
sionalen Vektorraum, soll nun jetzt der Satz 109 auf einem anderen Wege be- 
wiesen werden. 

Zwei komplexe Vektoren *={z,,...,2.),9 = (yı 2.23 Yn} heißen unitär ortho- 
gonal, wenn | | | | 

yr —=0 (33,8) 


ist. Diese Definition ist symmetrisch in& und 9; denn es ist 


(xy*)* = x* y** — x* y —(N. 


r 


Für zwei reelle Vektoren x und y fällt der Begriff unitär-orthogonal mit dem 
reellen Orthogonalitätsbegriff. zusammen. 


Es soll nun ein System von Vektoren vd,, ..., D„ unitär-orthogonal-normiert 
heißen, wenn für 


40 = 64 =%*% (33,9) 


ist. Für ein reelles Orthogonalsystem ist 


Unitäre Transformationen sind nun dadurch ausgezeichnet, daß sie die Länge eines 
Vektors invariant lassen, d.h. es muß sein 


|7 @)|=]|®]| (33,10) 
oder auch ter) Teer =rr*. (33,11) 
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Dabei bedeutet 7 (x) eine lineare Transformation. Der so gekennzeichnete n-dimen-. 

sionale Vektorraum heißt Hırnzerr-Raum, die Vektoren Hırzerr-Vektoren.. 
Als Verallgemeinerung von (33,11) ist für jede unitäre Transformation 


Ta)r*=zyr. (33,12) 


Der Beweis ergibt sich folgendermaßen: Ersetzt man in (33,11l)xdurchx +ay, 
wobei a eine beliebige komplexe Zahl bedeutet, so folgt 


T(£+ay)- Te +ay)*=(£tay)(k+ay)*. 
Nun ist r(&+ay)=Tt(Ü) +arly). 
Daher wird T()Tr(*+aTry)r*+a*rT(z)r(y)*+aa*r(y)r(y)* 


= +ayıef+a*fxyF+aa*yy*. 


Also ist auch ar(y)r(x)* +a*r (X) 7 Y)F=ayıf +afxy*. | 
Füra=lergibtsich T(y)r(ia)* +rTra)ry)=yar+rY*, (33,13) 
füra=i dagegen iTy)TreR)*— ir) =iyger—iry*. (33,14) 


Multplikation von (33,14) mit öi sowie Addition von (33,13) und (33,14) liefert (33,12). 
Um nun die Matrix der unitären Transformationen zu finden, müssen die Vek-- 
toren 7 (v;) als Linearkombinationen der v; dargestellt werden. Es sei 


Tu) = Ibuv,, (33,15) 
v1 


dann lautet die Matrix von Tr 


bi ++» bin 
8-| - : (33,16) 
u > 
Setzt man in (33,12) x=v;, ) = %, so folgt wegen (33,9) 


v1 


n n 
>> 5,0, :3 Dix D, =: Öik, 
nel 


>> h (d,; byr) D, v, = Öik ; 


„u= 
Da auch vd, v = Öjr, 50 erhält man 
S bubyr = Öir. (i,k=1, ++, n) (33,17) 
v1 ö 
Auf der linken Seite dieser Gleichung steht das Skalarprodukt der Vektoren 


(bis, -. -, Om) und f{bir, ..., Dax}. (33,17) besagt also, das die Spaltenyektoren der 
Matrix (33,16) ein unitär-orthonormiertes System bilden. 
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Geht man umgekehrt von einer Matrix B= (bir) aus, deren Elemente den 
Gleichungen (33,17) genügen, so stellt das Gleichungssystem 


— 3 bir © 


bezüglich einer unitär-normierten Basis v,, ..., eine unitäre Transformation 
dar; denn es 2 aus (33, i ) 


= Yyyı = S 5 bir © di; 2 —— > (2 bu bi \ zu" 
T 


i=1h,j=1 %,j=1 \te1l 
n 
= S One = = Ba ‚ar an" ’ 
k,j=1l 
d.h. aber, esist r(2)-T(2)*=x-x*. Die Matrizen, die zu den unitären Transfor- 
mationen gehören, können also wegen (33,17) zusammengefaßt werdenin 


B.B+=E€, 
oder auch in R BE-BB-=E, (33,18) 
womit gezeigt ist, daß 8 eine unitäre Matrix ist. 
‚Die Einheitsvektoren e,, ..., €. bilden eine unitär-orthogonal- normierte Basis 


des n-dimensionalen Vektorraumes. Es gehört daher zu einer vorgegebenen unitären 
Matrix B im Koordinatensystem [4% Be eine unitäre Transformation r. Nun 
läßt sich eine unitär-normierte Basis v4, ..., Du finden, bezüglich der die Matrix 
von T Diagonalgestalt besitzt. Diese Matrix v von T bezüglich v,, ..., m sid. 
Dann gilt, 
B=-UCH, (33, 19) 


wobei U die Matrix der Koordinatentransformation beim Übergang von der Basis 
Dy, ..., Du zur Basis e,,...., € ist. Stellt man die Vektoren v; als Linearkombi- 
nation der e&; dar, so erhält man mit 


n 
Y% = (d14, Dr} = Dr i 
ji 


die Matrix U +++ Vin 
u=|: (33,20) 
oe 2. Unn 
Diese Matrix ist wieder unitär; denn ihre Spaltenvektoren sind ja D,, ..., 9». Mit 
Y ist auch U-! unitär. Und da wegen (33,19) 
C-WI1BU (33,21) 


ist, so ist der Satz 109 vollständig bewiesen. 
Besteht die Matrizengleichung (33,18) BB! —- 313, so nennt man 8 auch eine 
normale Matrix. Die Eigenschaft, normal zu sein, ist eine unitäre invariante; denn 
wenn B = UCH-!, so ist 

BB = (UCUN (UCHHT = UCETUT 
und BB = (ULUH(UTUN = UCHENT; 
"wegen (33,18) ist dann auch cer=- et. 
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Es gilt nun folgender 
Satz 110: Ist Wnicht singulär, so existieren zwei unitäreMatrizen U und ®, sodaß 
UAB-(Zuön), (33,22) 
wobei 4 die positiven Wurzeln der charakteristischen Wurzeln von AA! sind. 


Beweis: Da AtX positiv semi-definit hermitisch ist, existiert eine unitäre 
Matrix ®, so daß 


VHMWADB=- (2% Oi) (33,23) 
und 4>0 ist. Wird nun AB = R gesetzt, so folgt; aus (33,23) 
HR-(FAiöa). (33,24) 
Wird weiterhin 8 = WM, wobei M= (F u Ö:r) und 5 = YA: ist, dann ergibt sich 
kyi Kvk i i 
2 WW = — 63 u? ur == Öik, 


d.h. aber Wist eine unitäre Matrix; wird schließlich W = U-! eingesetzt, so folgt 
AUAB=-M, 
Sind umgekehrt U und ® unitäre Matrizen, so daß UAB = M ist, dann ist 
HWAD-M-UNMU; 
denn es ist MM = WMyYT 
und Mm - PMWAUAD-WVTMAD. 
Über die simultanen Transformationen mehrerer Matrizen gilt 


Satz 111: Sind die m hermitischen oder m unitären Matrizen W,, ..., A alle 
miteinander vertauschbar, so gibt es eine unitäre Matrix U, so daß die Trans- 
formierten | 


YWAAU,..., MIQAU 
sämtlich Diagonalmatrizen sind. 


Es soll nun noch die Eindeutigkeit der unitären Transformation am Beispiel 
einer hermitischen Form erläutert werden. 


Entsprechend Satz 110 gilt 
Satz 112: Es gibt eine unitäre Transformation x = Un, =WU!r=Utr, durch 


welche die zur Matrix X gehörige hermitische Form aufeine Summe von Quadraten 
gebracht wird: 


Az,2)=(Ay9), WIAU=A, (33,25) 


oder ausführlich geschrieben 


D Amn Im&n = 2 Ar ya Yk (33,26) 
MT k 


7 Pupke, Matrizenrechnung 
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Das Koordinatensystem, in dem die Matrix V durch die Diagonalgestalt 
A= (A:6i) 


Ä 


dargestellt wird, ist ein Hauptachsensystem. 
Die Darstellung der hermitischen Form als Summe von Quadraten ist nun nicht 
vollständig eindeutig. Die Bigenwerte Ar sind zwar eindeutig bestimmt, da 


|U-1€|=0 


ist. Gibt es aber zwei unitäre Transformationen : 


die die hermitische Form auf EN bringen, so muß 
(Ay,y)=(A3%3) (33,27) 


sein. Doch brauchen dazu U, und U, nicht identisch zu sein. 
Eliminiert man x, so erhält man eine Transformation von d) nach 3, die wieder 


 unitär ist: 
9=4, U=uu,, YVUu=E. (33,28) 
Dies in (83, 27) eingesetzt, ergibt | 
Y1AU=4 oder AU-UA=0. (33,29) 


Für die Elemente ergibt das 
(Ar — Aı) Ur = 0 ; 


Sobald also zu den Indizes k, I verschiedene Eigenwerte gehören, ist Yı = 0. Die 
nach der Größe geordneten verschiedenen Eigenwerte seien mit einem oberen 
Index r gekennzeichnet: 


DIDI. <A, m<n (33,30) 


Die gr Eigenwerte A, die gleich. A" sind, werden durch einen zweiten Index 
oe=1,2, ++, gr bezeichnet. Dann muß U durch Aneinanderreihen von m je 
Ir- aiden Matrizen U längs der Diagonalen entstehen, also eine unitäre. Stufen- 
matrix 
um 0 ..2.0° 
R 0 2) | 


ei) em 


darstellen. Da U .unitär in k-Dimensionen ist, sind es die U”) in 9,-Dimensionen. 
Die unitäre Transformation (33, 28) zerfällt also in m je gr-dimensionale Trans- 
formätionen, die man 

N unge (33,32) 
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schreiben ‚kann, ne die gr-dimensionalen Vektoren 9? die Komponenten 
NEUER EEE 9%. haben. 
Umgekehrt ist die Form 


Sig = YO) z yoye (33,33) 
k=1 


gegen. die Transformationen. (33,32) invariant. 

Es gilt also 

Satz 113: Die unitäre Stufenmatrix (33,31) stellt die Willkür dar, die bei 
Transformationen auf Hauptachsen übrig bleibt. 


Jede unitäre Matrix läßt sich also unitär in eine Diagonalmatrix, und zwar in 
eine Phasenmatrix transformieren. 


34. Orihogonale Transformationen 


Sind in WBU=-N 


alle Matrizen reell, so geht die unitäre Matrix in die orthogonale über; die zu- 


gehörige Transformation heißt die orthogonale. Da Ut in übergeht, läßt a eine 
orthogonale Transformation durch 


A=UBU = 1) 
darstellen. 
Als Corrolar hat man: Sind YQund B orthogonal mit Foellen Koeffizienten, so 
ist notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß 


A-UBU (HU orthogonal) 
ist AE-W-URE—- BU. (34,2) 


Stellt a, eine Basis dar, so lassen sich die Vektoren 7 (a,), ..., 7 (@) als Linear- 
kombinationen der Vektoren a,,..., @"n mit reellen Koeffizienten darstellen. Die 
Koeffizienten dieser Linearkombinationen sind aber gerade die Elemente der 
Matrix von r. Sind nun v,,...., D„ reelle Vektoren, die ein normiertes Orthogonal- 
system bilden, dann gilt 

vi 0% = Öik 


und weil v*% = D ist, so ist. auch v,,...., 2%. eine orthogonal-normierte Basis. Sei 
weiter 
B = (bir) 


die Matrix einer orthogonalen Transformation 7 bezüglich: der Basis v,, ..., Ir. 
B ist dann eine orthogonale Matrix. Nun läßt sich jede orthogonale Transformation 
auf Diagonalgestalt bringen. Im Reellen wird sich aber die Diagonalform nur dann 
verwirklichen lassen, wenn die charakteristischen Wurzeln von r. sämtlich reell 
sind. Nun muß aber eine reelle charakteristische Wurzel 2 der Gleichung 42? =1 
7. 
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genügen, also gleich + 1 sein. Ist daher die Diagonalgestalt® im Reellen möglich, 
so muß sie die folgende Gestalt haben: 


+1 0 en 0 
0 +1 ä 
= (34,3) 
—]1 
0. el 


wobei es naturgemäß vorkommen kann, daß eine der Wurzeln +1 oder —1 gar 
nicht vorkommt. 

Besitzt das charakteristische Polynom |f(A)|=|®8—A€| der orthogonalen 
Transformation 7 auch nicht reelle Wurzeln, so seien die Nullstellen A, A’, 
Sie können angesetzt werden als 


see „_ 


)=008p —ising, 
A = c08p’—isin p’ 


d.h. man erhält als allgemein reelle N ormalform für die orthogonalen Trans- 
formationen 


(34,4) 


| 0089 -sing ; 
:Sin® COosp: 


Yooneeseemesenermesentenmueruereen 


:c08®’ - sin’: 
E ‚sin o a 


In der Hauptdiagonale steht zunächst y mal +1, dann q mal — 1. a folgen 
lauter zweireihige quadratische Kästchen der Gestalt 


; 008 p -sin Q ! | cos p’ 
: sin @ cos 9 > : sin @’ 
‚und zwar r Kästchen mit @, r’ Kästchen mit ’, au) I  — MEN. won 
| a ou Fagte schrift 
rl Fre r tr, Archiv 
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Damit haben wir eine reelle Normalform für die orthogonale Transformation T 
gefunden. Als Matrix von T bezüglich einer reellen orthogonalen normierten Basis 
ist (34,4) natürlich eine orthogonale Matrix, d.h. es gilt 


Satz 114: Zu jeder reellen orthogonalen Matrix B gibt es stets eine zweite reelle 
orthogonale Matrix U, so daß UBU-! gerade die Normalform (34,4) annimmt, 


Die geometrische Natur von r sei am Beispiel des affinen 3-dimensionalen R, 
‚erläutert. Es gibt folgende Möglichkeiten für die Normalform (34,4): 


100 100 100 
alo ı o|, a)([o ı 0], aı)(o-ı 0], 
\oo1l 00-1 \oo-1J/. 


“fl 20: 0 1 00 er 
(IV) Nie: GE (V) (lo :cosp -sinpg|» A(VD| 0 cosp-sinp]- 


= 0 !sing cos® 0 :sin® cosp 


Die Gleichungssysteme der zugehörigen Bewegungen sind 


L.y=2 
Yy=% d.h. die Identität, 
Y3 = 23 
IL.y= 3 | 
Y= % ' d.h. Spiegelung an einer Ebene, 
Y: 0% 
III. Yı = T% 
Yy=—% d.h. Spiegelung an einer Geraden, 
Yarmt 
IV. y,=—ı] 
h=—%, d.h. Spiegelung an einem Punkt, 
Ya=%z 
Vy=3# 
Ya = %, 6089 — %,sinY } d.h. Drehung um eine Achse, 
Y3=%,5inp +2X,cosQp. 


d.h. Drehung um eine Achse und Spiegelung an 


—= 1%, C0S@ — X. Sin! R : 
a a san? einer zu dieser Achse senkrechten Ebene. 


vI.y=-—1r, 

"Yg=%SinP +%,C05YP 
„ Pie ersten vier Fälle können auch als Spezialfälle der beiden letzten aufgefaßt 
werden. Denn das Gleichungssystem V geht für 9 = 0 über in J, fürry = z in III. 
Substituieren wir auch in VIo=0bzw.p =, So erhalten wir das Gleichungs- 
system II (1. Koordinate mit 3. vertauschbar!) bzw. IV. Translationen sind nicht 
mit berücksichtigt worden. 


B. UNENDLICHE MATRIZEN 
33. Allgemeines 


Unter einer unendlichen Matrix versteht man ein quadratisches Schema, in 
welchem beide Indizes ;, k von 1 bis oo laufen. Die früher eingeführte Bezeichnung 
(1,1). | 

— (Qi) (mn, — (air) 


kann nun dahingehend präzisiert werden, daß unter (a;z) N eine endliche Matrix, 
unter (az) eine unendliche Matrix verstanden werden soll. Die Elemente der end- 
lichen quadratischen Matrix (a) brauchen nur füri=n,k=n erklärt zu sein. 
Die quadratische Teilmatrix, bei der beide Indizes höchstens gleich g sind, heißt 
g-ter Abschnitt der unendlichen Matrix; er werde mit 


. BJ — (ar) 
bezeichnet. nr 


Die Definitionen und Regeln für das Rechnen mit endlichen quadratischen Ma- 
trizen übertragen sich nur mit Einschränkungen. Damit z.B. nach 


AB = (? Gi br) 


das Produkt gebildet werden kann, ist die Konvergenz aller vorkommenden Sum- 
men erforderlich. Nullmatrix und Einheitsmatrix sind entsprechend den endlichen 
Matrizen definiert. 

Der Determinantenbegriff hat bei unendlichen Matrizen i.a. keinen Sinn. Ist 


a 


A = |%aı %a- 


eine doppelreihige unendliche Anordnung und ist 


{ I 


(411 19 ... Uln: 
a 
| a a 21 
Aa, u 
ee | | er, An er 
- 51.902 
Uni ... Unn | 
. dann ist (A,),_., die Determinante, falls sie existiert. Sind 3 air und H Qi; beide 
Gel i=1l 


konvergent, so-heißt die Determinante normal. Für normale Determinanten gelten 
die entsprechenden Sätze wie für endliche Determinanten. 

Das Verhalten endlicher und unendlicher Matrizen sei an einem Beispiel näher 
erläutert. Gefragt ist: Gibt es zwei Matrizen P und Q derart, daß 


PQ-QPB-€ (35,1) 
ist? Im Falle endlicher Matrizen ist wegen (11, e 
Sp [BQ] = 
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d.h. (35,1) 1äßt sich nicht erfüllen; wohl ist es aber im Falle unendlicher Matrizen 
möglich; denn dann macht es einen Unterschied aus, ‚ob ‚bei der Bildung‘ von 


3 Pi Qu, Zuerst über ? und dann über % summiert wird: 
i, = 
Beispiel: Es sei 


{ 


0:9 0 20 u 0 9509 0 

Pa 9 Pa 0 91 09 95 0 
PB- 0 Pr 0 Pau ‚ D= 0 95 0 gu . 
0.0 95 0 0. 0.95 0 ; 


dann ist PQI—-OP=€ 


P12 921 — Paı Qı2 0 Pı2Jas — Pas Yıa 0 
(P2ıJı2 + Pas a2) —(Pı2 Gr + P32 93) 0 P23 134 Par des . 
Pz32 Aaı = _Paı g32 (Ps Ist Paa Qas) — (Pas a2 T Pıs 954) 


Da die Diagonalelemente dieser Matrix gleich 1 sein müssen, während alle übrigen 
Elemente verschwinden, lassen sich aus diesen Bedingungen Wertekombinationen 
Pir, Ye angeben, die (35,1) erfüllen, wie z.B. 


?a ==] Pas =g,5=1; Paa= sa =V}; Pa = Ia=—]1: 


Pa= ar Pa=— Is = NV ... 


Dass dagegen z.B. die endliche (3, 3)-Matrix vor, so wäre Pza = Pas = Isa = Ias = 0 
zu setzen. Die Diagonalelemente (35,2) müßten dann die Bedingungsgleichungen 
erfüllen: 
e Pia 9a —-Pahe=]1> u 
(Pg1 91a + Pa 932) — (Dir 951 + Pg2 93) = 1; (35,3) 
Pa2 9as — Pa 9a = 1- 


Diese Gleichungen sind aber nicht miteinander vereinbar, wie durch Einsetzen 
der 1. und 3. Gleichung (35,3) in die 2. ‚ergibt. 

Die unendlichen Matrizen sind erstmalig im Zusammenhang mit der Theorie der 
Integralgleichungen durch Hınserr behandelt worden, und zwar benutzte Hırserr 
beschränkte Matrizen. Eine wesentliche Erweiterung des Kalküls der unendlichen 
Matrizen brachte erst die Quantenmechanik, die die Existenz auch nichtbeschränkter 
Matrizen forderte. In den folgenden Ziffern wird daher eine kurze Behandlung der 
wichtigsten Eigenschäften beschränkter, halbbeschränkter und nichtbeschränkter 
Matrizen gegeben werden. 


36. Beschränkte Matrizen 
a) Vollstetige Bilinearformen 


Es seien Ds &gs «+5 Yy» Ya» --. Wertsysteme von abzählbar unendlich vielen 
reellen Veränderlichen, die stets e eine konvergente, nicht über 1 gelegene Quadrat- 
summe besitzen: 

Sal, Syp<l. (36,1) 
i=1 i-1 
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Bilinearformen der beiden Reihen von Veränderlichen heißt dann die analog (32,5) 
durch die unendliche Doppelfolge der Koeffizienten ax (f,k=1,2,..., ©) 
zunächst rein formal bestimmte Doppelreihe “ 


(Ur, y) = 2 . % Ye = Gy % Yı + G49 % Ya +... 
u, A= : 
Tg %, Yıt Ag taYat (36,2) 


Werden die Veränderlichen za41, &n+2» == 5 Yn+1» Yn+2, ... gleich 0 gesetzt, so 
entsteht die dem n-ten Abschnitt zugehörige endliche Bilinearform 


Um 9)= 2 army. (36,3), 


Die Bilinearform (36,2) heißt vollstetig, wenn die Differenz (U. &, y)— (Am %,D) 
mit wachsendem n und m ‚gleichmäßig für alle (36,1) genügenden Wertsysteme 
gegen Null konvergiert, d.h. zu jedem e> 0 gibt es eine Zahl N (e), so daß 


| (Un & 9) — (Am & y)| <e fürallen,m>N(e). (36,4) 
Dann konvergiert lim (An x,9)= (Ur, 9) (36,5) 


gleichmäßig für alle (36,1) genügenden Wertsysteme und definiert den Wert (Az, 9) 
der Bilinearform (36,2). | | 

Jedes Wertsystem x,,2,, ... kann durch einen Punkt x des &-dimensionalen 
Raumes R. repräsentiert werden. Bedeutet , y” (v= 1,2, ....) eine unend- 
liche Folge von (36,1) genügenden Wertsystemen, die mit » > für jeden Index i D 
gegen: ein ebenfalls (36,1) genügendes Wertsystem konvergieren: 


im M=xu, IimyN=yi i=1,2,...) 566) 
so ergibt sich lim (AU, y9)= (Ur, 9). (36,7) 


Entsprechend der Bilinearform ist auch die Linearform definiert 4 
(AUr)=YTmm. (36,8) 
i-1 | 


Diese Linearform heißt entsprechend (36,4) vollstetig, wenn es für alle (36,1) ge- 
nügenden x; und zu jedem e>0 es eine Zahl N (e) gibt, so daß 


(Um) —(AUmz)|<e fürallen,m>N(e). (36,9) 
Da wegen der Cavohv-Lasranezschen Ungleichung 
( ur = ZUR 202 (36,10) 
i=1 il del 5 


ist, so wird (36,9) 
| m) — Am) |=| I: wü= 
i (=am+L 
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Andererseits wird die hiermit gegebene Schranke für 


Rn En 
= a > a) * 


i=m+1 
erreicht. Es ist 2 (Ax) dann und nur dann vollstetig, wenn die Quadratsumme 
der Koeffizienten 2 ai? konvergiert; (36,8) konvergiert dann absolut. 


Setzt man in Az, 9) alle Veränderlichen der einen Reihe bis auf eine gleich 0, | 
so wird sie eine vollstetige Linearform der anderen Variablenreihe; notwendige 
Bedingung für die Vollstetigkeit einer Bilinearform bzw. der ihr zugehörigen Matrix 
ist also die Konvergenz der Quadratsumme der Koeffizienten jeder einzelnen Zeile 
und Spalte: 

N air, 0%, ...; Sal, Ya, ... (36,11) 

k= = i=1 i= 
konvergent. Wenn man andererseits (36,6) auf eine Folge von Wertsystemen an- 
wendet, bei denen jeweils nur eine Zahl x; und yz gleich 1, alle anderen 0 sind, und 
i und k mit »— oo konvergieren, so ist für jedes ı lim x; = lim y;*) = 0 und daher 


>00 „0 


lim MEN, ym) = ‚Im na, = 0. 
Eine weitere notwendige Bedingung für die Vollstetigkeit ist also das Verschwinden 
des Doppellimes: 
lim or=0. (36,12) 
,k +00 
Da (36,11) und (36,12) nicht gleichzeitig erfüllt zu sein brauchen, ist keine der 
beiden Bedingungen hinreichend für Vollstetigkeit. 
Eine hinreichende Bedingung ist die Konvergenz der Quadratsumme aller 
Koeffizienten a;r: 
> ai (36,13) 
uk-1 
konvergent. 
Durch wiederholte Anwendung der Cavucay schen Ungleichung folgt nämlich 


(Un %,9) — (Am &,9))” = (2, 3 2 Mr Yet» ++ + m 2. ‚Ami Yu 


k= 


n A, 2 
+ mp1 I Amt1,EYyet ++" + In > Onk u) 
kl k-1 | 


j n 2 n 2 n 2 
(2 m ) He +( 2 mn) de) + + (Zaun) 


k=m+1 k=m+1l 


n 
j 2 
= > art: .— S ah + Zahıust - . + N an 

kem+i kem+l i=1 


und das wird als Rest der Reihe (36,13) mit wachsendem n, m beliebig klein. 
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Aus (36,4) und (36,5) ergibt sich unmittelbar die Existenz einer Schranke M, 
unterhalb der die Absolutwerte sämtlicher Abschnitte und die Werte der voll- 
stetigen Bilinearformen bleiben, wenn die Nebenbedingung (36,1) für die Veränder- 
lichen erfüllt ist: | | | ER. 

— Ansy))=M, |(Asy)|=M. (36,14) 


Vollstetige Bilinearformen sind also im Hrtseer schen Sinne beschränkt, wenn sie. 
wie folgt definiert werden. 


Definition 45: Eine Matrix reeller Größen a;r oder die aus ihnen (rein formal) 
gebildete Bilinearform von unendlichen vielen Veränderlichen 


(Az, 9) = S 0. 
uk=1 
‚heißt beschränkt, wenn eine nicht nur von den 3;, Yr, sondern auch von n ung: 
hängige positive Größe M existiert, 2 daß für jedes n und für solche @,, ..., 2; 


Yı» -*:> Yn, deren Quadratsumme S ze], >> y2?=]1 sind, der absolute Betrag 
i=1l . i=1 


des n-ten Abschnittes der unendlichen Bilinearform 


> (ir %i Yk Mm 


4 k=1 


ist, oder — was auf dasselbe auskennt wenn eine nicht nur von den %;, yr, 
sondern auch von n unabhängige positive Größe M existiert, so daß für jedes z 


und beliebige x,, ..., &n3 Yı» - +» Yn 
—= M ) 202 ) S ya? 
i=1 FT k=1: 


b) Konvergenzfragen 


n n 
DD a Xi Yr 
i=1 k= 


N 


ist. 


‘Satz 115: Eine Linearform (Wx), von unendlich vielen Veränderlichen ist dann 
und nur Edann beschränkt, wenn die Bun ihrer Koeffizienten a,°+ u 
= |=yze u? V: >> via 
Bonverzien also die Linearform für jedes Wertsystem %: = ... vonkonvergenter 
Quadratsumme. M = Ya;2 + 92 + »» - ist die genaue obere Grenze ihrer Werte für 
alle solche Wertsysteme x,, Ups .- en Quadratsumme = 1 ist. 

Satz 116: Die Quadratsumme de Größen irgendeiner ‚Zeile ader. auch irgend- 
einer Spalte aus dem Koeffizientenschema einer’ beschränkten Bilinearform kon- 
vergiert und liegt ihrem absoluten Werte nach unter dem Quadrat M2 der. oberen 
Grenze M der Bilinearform selbst. 

Beweis: Es sei zunächst Yy=hm = %n=0, dagegen 

% 1» Yı» Yas * > a0, dann ist 


[Hr ®ı Yyıtıı +am2ı Ym| <M Yaeyyr+ + ym 


2 nn 
oder i | %1 Yı -.- ... + An Yn | — M V zZ Yiz, 
i= 
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d.h. a, % + **" + Gin Yn ist eine beschränkte Linearform der Re vielen 
Versnderlichen. Yı» Ya» --. Wegen Satz 115 ist daher a]? +45? + "= M?. Wie 
die Konvergenz der Quadratsumme der Elemente der 1. Zeile ergibt ee auch die 
jeder anderen Zeile und Spalte. 

Satz 117: Eine beschränkte Bilinearform konvergiert für alle Nenn 
ihrer beiden un.) und konvergenten Quadratsummen z,?-+ 25° + - 
Yy + Yo? + +» zeilenweise im Sinne der zeilenweisen Konvergenz einer Dopräl. 
reihe, d.h. es konvergiert die Summe as einzelnen Zeile und daher auch die 
Summe der Zeilensummenwerte: 


(Ax,y) IS yza yz ya. 


Satz 118: Eine beschränkte Bilinearform konvergiert für alle Wertsysteme 
ihrer beiden Variablenreihen abschnittsweise im Sinne der abschnittsweisen Kon- 
vergenz einer Doppelreihe, und zwar gegen denselben Wert wie die zeilenweise 
Summation, d.h. es existiert der Limes 


lim (> ” ati )-. = lim 2 (Um, y)=(Ux,)y). 
n—c0o \ü,k=1 


Satz 119: Analog zu Satz 117 und 118 konvergiert eine beschränkte Bilinear- 
form auch spaltenweise und gegen denselben Wert wie im Sinne abschnitts- 
weiser Konvergenz. Sie konvergiert also zeilenweise und spaltenweise gegen 
denselben Wert (X x,Y), gegen den auch die Abschnitte konvergieren. 


} 


c) Hınsertsche Faltungssätze 
Salz 120: (1. Faltungssatz). Die Faltung zweier beschränkter Bilinearformen 
p) » ir xy und B= B ‚dir x; Ys ist wieder beschränkt: 
AB - = S- Gi Yyr— 23 (2 iv bu) x Ye. (36,15) 
i,k=1 / ük=1\» 


(2. Faltungssatz). Für drei beschränkte Bilinearföormen 


A= ZZ arıy, B= 5 bir © Yr; ee > Cik Xi Ye 
| i,k=1 d,k=1 ük-1 
gilt die Beziehung 
| | ABC) = (AB)E (36,16) 
(vgl. Gleichung (4,6)). 
Außer dem assoziativen Gesetz (36,16) gilt ebenfalls das distributive Gesetz 
(vgl. Gleichung (4,4) und (4,5)) 


UBLH-ABLAC. (36,17) 
d) Spezielle Formen und Matrizen 
Definition 46: Eine quadratische Form von unendlich vielen Veränderlichen 


(ds, £) = s Ok Ki %k (36,18) 


kl 
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‚heißt beschränkt, wenn eine von %,, 2,,... und vonn unabhängige positive Größe M 
existiert, so daß’für alle x,, ..., 2" deren Quadratsumme =1, und für jedes n 


|2 ma <MYSoR 


%k=1 
ist. Mit der quadratischen Form ist naturgemäß eine Bilinearform verbunden, 
nämlich ihre sogenannte „Polarform‘ (Xx, y) = 3 ir %i Ye. Und jede Bilinearform 


ist umgekehrt auf diese Art an eine Suadratische Ford geknüpft, wenn ihre Ko- 
effizienten die Symmetriebedingung a; = ax erfüllen. 
Satz 121: Ist die quadratische Form beschränkt, so ist es auch ihre Polarform. 
Definition 47: Eine Bilinearform mit komplexen Koeffizienten 


S Cie &i v.- 3 (air + 8b) x ya *) . (86,19) 
uk 
heißt beschränkt, wenn eine von Er Veränderlichen und von n unabhängig posi- 
tive Größe M existiert, so daß 
n 
Boni Ye 
ük-=1 


-M 


ist für alle x;, yn die den Bedingungen 
: 2%, = er + ink” = | K, ?+ 0 ® u. | n®=l, 
YYı tr ty =ely’+ Hm 


genügen. 
Satz 122: Eine Bilinearform mit komplexen Koeffizienten 


e=> CR Ye = S ir %i Ya + % S bauy=ArIB 
uk=1 k=1 i,k=1 
ist dann und nurdann beschränkt, wenn reeller und imaginärer Bestandteil einzeln 
im Sinne reeller Bilinearformen beschränkt sind. 
Definition 48: Eine hermitische Form von unendlich vielen Veränderlichen 


(9%, x*) = S hir ı 8* = - 3 (sie + it) ma =S+HiT, (36,20) 
el 
wo also ha hi, Sir = Ski; bir = — ta ist, heißt beschränkt, wenn eine von den Ver- 


änderlichen und von n unabhängige positive Größe M existiert, so daß 


— M 


N 
SZ hir %ı %k” 
1 


falls 2,2, 4, + m’ =|r, +. + ii En e =] ist. 


Satz 123: Ist die hermitische Form 5 hir % &ı" beschränkt, so ist es auch die 
ık=1 
zugehörige Bilinearform > hir % %ı und beide-haben genau dieselbe obere Grenze. 
u,k=1 


*) Man beachte die doppelte Bedeutung von i! 
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Unitäre Matrizen sind beschränkt, aber nicht vollstetig, da wegen UU* = E das 
Produkt einer vollstetigen Matrix in eine beschränkte stets vollstetig ist und daher 
nicht die Einheitsmatrix sein kann. 


e) Reziproke unendliche Matrizen 


Die notwendige Bedingung für die Existenz der Reziproken einer endlichen 
Matrix war, daß ihre Determinante |A| +0 war und daß die Existenz einer linken. 
Inversen die einer rechten Inversen bedingt. Das ist nicht notwendig bei Matrizen 
unendlicher Ordnung, wie aus folgendem Beispiel ersehen werden kann. 


Beispiel: Gegeben sei 


010... 0 % 8 8% 
001 [100 

X=|: ©, 0b %=-[o0o 10 
0 o 


Bildet man die Rechtsinverse, so ist zwar \X = E, aber sie ist nicht eindeutig, 
da die x; willkürlich sind, d.h. die Gleichung \X= € hat unendlich viele Lö- 
sungen! Andererseits hat für jedes 9 YA nur Nullen\n der 1.Spalte,d.h. JA =€ 

‚ist unlösbar. 

Es bestehen nun folgende Sätze: 

Satz 124: Besitzt eine beschränkte Matrix sowohl eine vordere als auch eine 
hintere beschränkte Reziproke, sind also die beiden Gleichungen AX=€ und. 
YA-= € lösbar, so sind die Lösungen beider einander gleich und also die einzigen. 

Beweis: Aus AX = € und YAX= € folgt durch vordere Multiplikation mit 9 
bzw. hintere Multiplikation mit X 


YJUH-9, YWE-X, dh.Y=X. 


Satz 125: Besitzt eine beschränkte Matrix eine und nur eine hintere Rezi- 
proke, so ist diese zugleich auch vordere, und also auch die einzige. 

Beweis: Es sei X die hintere Reziproke, W\X=€ und XX=U. Dann folgt 
(UXKA=-U oder auch AA=Q und UC—U)=0. Daher ist mit X zugleich 
X +(E—U) eine hintere Reziproke von %: 


AUF+E- U) = AL H+AE-U=E+0=E. 
Die vorausgesetzte Eindeutigkeit der hinteren Reziproken gibt 
X+E-U=X oder U=E&,d.h. XA=E. 


Bezüglich der Bildung der Reziproken bestehen also folgende Möglichkeiten: 

1. X hat eine einzige beschränkte Reziproke, vorn und hinten dieselbe, die als- 
dann durch WX-! bezeichnet werden darf. 

2. X hat weder vordere noch hintere Reziproke. 

3. A hat keine vordere, aber unendlich viele hintere Reziproken. 

4. YX hat keine hintere, aber unendlich viele vordere Reziproken. 


Bei endlichen Matrizen kommen die Fälle 3 und 4 nicht vor. 
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f) Transformationen der unendlichen Matrizen 
Die affine Transformation 
& = I bu X (5 =1,2,4%) (36,21) 


| / Ä | 
heißt eine orthogonale Transformation der unendlich vielen Veränderlichen, wenn 
ihre Koeffizienten den beiden Serien von Orthogonalitätsbedingungen genügen: 


S di bi = = öjt, 2 u bi = = Öik- (36,22) 
i=1 
Sie ordnet jedem Wertsystem zx,, &,... von konvergenter Quadratsumme ein 
Gleichungssystem Ep &9, ... von konvergenter und gleicher Quadratsumme zu: 


Be & = 3 22. (36,23) 


Umgekehrt wird dabei jedes Wertsystem £; von konvergenter Quadratsumme aus 
genau einem solchen Wertsystem x; erhalten: 


2 2bn- (36,24) 
j= 


Dies ist gleichfalls eine orthogonale Transformation mit dem transponierten 
K.oeffizientenschema. Die Aufeinanderfolge zweier orthogonaler Transformationen 
‚ist wieder eine orthogonale Transformation. 

Die vollstetige quadratische Form (Ax,x) geht durch die 'orthogonale Trans- 
formation wiederum in eine vollstetige quadratische Form der neuen Veränder- 
lichen über: 


z,2)- 2 (2 > bau bu) = (WER) (36,25) 
Bi = 


I k=1 
d.h. die Transformationsmatrix lautet 


U BAB (36,26) 

(vgl. Gleichung (32,10)). 
Die Operation der Faltung ist orthogonalen Transformationen gegenüber ko- 
variant, die Spuren der Form sind, falls sie absolut konvergieren, Invarianten: 


> dü = > a’i, 3 ir = > ar . (36, 27) 
k—1 ük-1 
Bei sndlicher Verisblänsehl ist es immer möglich, eine Matrix orthogonal auf eine 
Summe von Quadraten zu transformieren, d.h. die Hauptachsentransformation 
durchzuführen. 

Jede vollstetige quadratische Form läßt sich ebenfalls auf: die Normalform 
bringen, und zwar so, daß W’ = BA®B eine Diagonalmatrix darstellt; die Diagonal- 
elemente sind die Eigenwerte der Matrix; ihre Gesamtheit bildet das Spektrum 
der Matrix, und zwar ist, wie bei endlichen Matrizen das Spektrum als die Ge- 
samtheit. derjenigen Parameterwerte erklärt, für welche es keine eindeutige und 
beschränkte Reziproke (Resolvente) gibt. 
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Bei unendlichen Matrizen kann es nun — außer bei vollstetigen beschränkten 
Matrizen - vorkommen, daß das Spektrum außer dem diskontinuierlichen Werte- 
‘bereich (Punktspektrum) auch einen kontinuierlichen Wertebereich (Strecken-. 
spektrum) enthält, der als Integralbestandteil-bei der Transformation in Erschei- 
nung tritt. Ist z.B. die hermitische Form 


Z Air zi &* 
ük=1 
| gegeben [vgl. Gleichung (32, 8)], so gibt es eine. orthogonale Transformation, die 
diese Form überführt in . 


$ > hir 5 0° = 2, wi Yyı yı "+ [w (9) y(p) y*(p) dp. (36,28) 


Entsprechendes gilt für unitäre Matrizen. Im Gegensatz zu den endlichen Ma- 
_trizen, die eine diskrete Reihe der Eigenwerte aufweisen (Diagonalmatrix), gibt es 
also unendliche unitäre Matrizen, die durch keine unitäre Transformation auf die 
 Diagonalform gebracht werden können. Punktspektrum und Streckenspektrum 
können eventuell übereinandergreifen, erschöpfen jedoch noch nicht immer das. 
Spektrum. Da nämlich das Punktspektrum im allgemeinen nicht abgeschlossen 
ist, so kann es Häufungsstellen haben, die weder dem Punktspektrum noch dem 
Streckenspektrum angehören. Die Gesamtheit der (eventuellen) Häufungsstellen 
des Punktspektrums, die auch dem Punkt-, aber auch dem Streckenspektrum an- 
gehören können, nennen wir Häufungsspektrum. 

Entartete Systeme werden dadurch charakterisiert sein, daß mehrfache Eigen- 
werte vorkommen. Die Mehrfachheit der Eigenwerte wird dann das statistische 
Gewicht des betreffenden Zustandes angeben. . 

Als Beispiel sei nun eine unitäre Matrix betrachtet, die außer einem Punkt- 
spektrum nur ein einfaches Streckenspektrum besitzt (Winner). Bezeichnet o (x) 
eine für O=u4=2z erklärte, reellwertige, monoton nicht abnehmende, von links 
stetige Funktion, die keine Treppenfunktion ist, d.h. mindestens abzählbar un- 
endlich viele Nichtkonstanzstellen hat, so kann man nach dem Scamiptschen Or- 
‚ thogonalisierungsverfabren auf genau eine Weise zu jedem n=1 ein trigonome- 
trisches ganzes Polynom 


Kr („)= 5 2 eimr, Ymı>0, m—=>0 
derart bestimmen, daß 


27 
3 | Xrtu) Xz(u) deln) = Öpg 


ist (STIELTIES sche Integrale), also für ein beliebiges trigonometrisches ganzes 
Polynom 


Ola) = Zone, O1 #0 


2% ‚22 r 0 2m. 
offenbar  [Orlu) Kata) down) =[ Ola) Xu’n)detu) =0, In 
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2x 
und / Orlu) Lila) de(u)F0, 


'2% u 
[ora) Kia) dei) +0 
2n 


und daher insbesondere in der Matrix 3 = (279), 272 = a7 |e uX,(u)Xg (u) de (1) er- 


sichtlich 2 = 0 für )9—g|>1, 298 #0 für |p—g| = 1, en — oder #0 gilt. Diese 
Matrix ist unitär und kann außer einem Punktspektrum nur ein einfaches Strecken- 
spektrum besitzen. 


37. Halbbeschränkte Matrizen 


Ist eine Bilinearform (Xz,9) = 3 ax; yr gegeben, so sei r (W) die obere Grenze 
uk=1 


des absoluten Betrages von (Ux,9). Die Beschränktheit von (Wx,9) besagt, daß 
r (U) endlich ist. Die Form, die aus (Ax,9y) durch Kopplung y =x* entsteht, möge 
„Kopplungsform von X“ genannt werden: (Ux,x*). Ist m (W) die obere Grenze, 
n (U) die untere Grenze des absoluten Betrages von (Ux,x*), so ist m (W)<r (N). 

Es sei nun Y eine positiv definite, sonst aber beliebige hermitische Matrix, d.h. es 
wird vorausgesetzt, daß alle Eigenwerte der Abschnitte von X oberhalb einer: 
positiven unteren Schranke r (X) liegen, so ist 


<a) =n Un)=M"<mA,)<mM)=<+o, (37,1) 


wobeidie AV” „_1,3,...n, die Eigenwerte A..] bezeichnen. Da die Determinante Url 
das Produkt der Eigenwerte, also + 0 ist, so ist die Reziproke (Unj)-" vorhanden. 
Nun ist wegen Satz 111 ‚lim 1 An] =. 


A ist also eine beschränkte Matrix, für die die Beziehung gilt: 
— o<r A)=m(Ü)<+m. 


Das Abschnittsspektrum, d.h. die Gesamtheit der 2m kann durch ein endliches 
Intervall n (X) <A=mı (WU) überdeckt werden. Es wird dann die Matrix halb- 
beschränkt genannt, wenn das Abschnittsspektrum von einer passenden Halb- 
geraden überdeckt wird. Es gilt dann entweder 

—- oa<er W=Em(A)<+m, m (A) 0 (37,2). 
oder —-o<rU<mU)<+x, nW=0; (37,3) 
denn es ist ja rn (X,„,) der kleinste, m (X,.,) der größte Eigenwert von W,..; und 


n (A) = limn (An) ‚„ m (X) = liimm (An) , 


wobei + oo und — oo als Grenzwerte zugelassen sind. . 

Über den Endpunkt des Abschnittsspektrums gilt folgender 

Satz 126: Der Endpunkt des Abschnittsspektrums einer halbbeschränkten 
Matrix gehört dem Spektrum an. 
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Im Fall (37,2) soll also z. B. der Punkt u = m (A) des Abschnittsspektrums zu- 
gleich ein Punkt des Spektrums sein. 


Beweis: Für eine positiv definite Matrix n-ter Ordnung Con) und ihre Rezi-. 
proke CH gilt:I=n (Em) m (Ci); da die Eigenwerte (> 0) von C„ydie reziproken 
Eigenwerte (> 0) von CH sind, so daß der kleinste Bewer rı (C.n,) von &.) der 


reziproke Wert des größten Eigenwertes m (&,,) von CH (n) sein muß. Unter-der 
Annahme von (37,2) werde nun gesetzt 


IF =m(Ü)+E, Ee>0. (37, 4) 
Die Eigenwerte von sind A$”, 20, also sind die Eigenwerte von a U- & 
offenbar A* — ee u A. Die größte unter den n-Zahlen Al” is - 
m An)em(Ü)<IA*, 


so daß die Eigenwerte von 4* En) — Un durchweg positiv sind, und zwar 
ist der kleinste Eigenwert n (A* Ca) — YA) gleich A*— m (Un). Wenn nun 
Cm, = A* En — An gesetzt wird, so ist CH — (Rip (A%))n , wobei (Rir (A*))n, die 
Reziproke des n-ten Abschnitts. der positiv definiten Matrix A* E—W ist. Daher 
folgt 


1=- Ar — m A)]m (RE AD) ; 


dajal=n(l,)- m (Co) gilt. Nimmt man nun den Grenzübergang n — oo vor, 
so wird wegen (37,4) und wegen m (U.])) > m (X) <-+ oo: 


1=: lim m (RE AT) . (37,5) 
Nun ist lim m ( aD) =m ((Rx[2*))), (37,6) 


und wird dies in (37,5) eingesetzt und der Grenzübergang € — 0 vorgenommen, 
so ergibt sich: 


lim m (Ru [A*]))= + 0, (37,7) 
d.h. die Grenzresolvente (lim ei })) = (Ri (A)) ist wohl für A> m (X) beschränkt, 


sie wird aber nicht beschränkt, wenn A—> m (U) +0 geht. Für den Punkt u=m(Q) 
kann es aber keine Umgebung 


mM)—n<umW+n 


geben, auf der jedes Element der Grenzspektralmatrix o; (u) konstant wäre, es 
muß also u = m(W) dem Spektrum angehören; denn es wäre mit n>0 


+00 © +00 co 
oo i 2 2, O;% (M) 2 %%* 4 d 2 ik (u) % %* 
Rat) a; 2ı* — RI na an Be us sn »L. 
ei er J u 7, a 


sobald nur A von m(X) um weniger als n entfernt wäre. Es bliebe also (R. (A)) 
für A—m (X) +0 beschränkt, was im Widerspruch zu (37,7) stünde. 


8 Pupke, Matrizenrechnung 
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Liegt z.B. ein wasserstoffähnliches Spektrum vor, so müssen die Endpunkte 
des Spektrums und des Abschnittsspektrums identisch sein. Das Spektrum ist 
dabei als die Gesamtheit derjenigen Stellen u, definiert, zu welchen es kein e> 0 
gibt, derart daß in dem Intervall | u — u,|<e jedes 0 (2) = or (u,) = const ist, 
wobei also (o:r (#)) irgendeine Grenzspektralmatrix bedeutet. 

Die Behauptung, daß eine Matrix (ax) halbbeschränkt ist, bedeutet ja, daß die 


hermitische Form | 
00 


y” um" — 23 f udow(u) x 26“ (37,8) 
%uk=1 i,k=1 


ö 
nicht negativ au ist. 


Nun ist aber 3 Cix (1) 8 xs* eine nicht abnehmende Funktion von u. Setzt man 
ß, 


m 
%, =0 füröi>m, so folgt, daß auch die Abschnittsform 5 0x (A) x %,* nicht ab- 


nehmend und daher - 


[ee] 


IZ S ee 


%,k k=1 


gewiß =0, d.h. die Form (37,8) nicht negativ definit ist. 

Es ist naturgemäß dabei nicht verlangt, daß die volle Halbgerade u=m (U) 
bzw. u=n(QW) vom Abschnittsspektrum oder vom Spektrum bedeckt sein soll, 
so daß Spektrumslücken, wie z.B. zwischen den Balmertermen, erlaubt sind. 


38. Nichtbeschränkte Matrizen 


Da es im Rahmen dieser Schrift nicht möglich ist, eine vollständige Theorie der 
nichtbeschränkten Matrizen zu entwickeln, sei nur. ein Beispiel herausgegriffen, 
an dem die Besonderheiten nichtbeschränkter Matrizen erläutert werden sollen: 
die quadratische Form; denn die allgemeine Theorie ist wesentlich komplizierter 
als die Theorie beschränkter Matrizen. Zudem treten Konvergenzschwierigkeiten 
und Beschränkungen auf, die 2 Theorie beschränkter Matrizen völlig fremd sind. 


Ist die hermitische Form 2 hir xi un“ gegeben, so kann der Fall eintreten, daß 
diese Form nicht durch Srthösonale Transformationen auf die Gestalt > Wr Ya Un” 
überführt werden kann. Dann istin Analogie zu den Ergebnissen der bexchränkien 


Formen anzunehmen, daß es eine Darstellung mit kontinuierlichem Spektrum 


> ie - Zu nn + [u yo y'(nde (38,1) 


Gk=1 


[vgl. Gleichung (36;28)] gibt, bei der die ursprünglichen Variablen durch eine 
„orthogonale Transformation‘ mit neuen Variablen y (k), y (9) zusammenhängen. 
Legt man nun die linearen Gleichungen [vgl. (32,15)] | 


wx&—= Dhjızı = 0 (38,2) 
I 
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zugrunde, so wird der Fall eines Integralbestandteils dann auftreten, wenn es 
außer diskreten Werten w; noch ein Kontinuum solcher Werte bzw. eine oder 
mehrere Strecken der w-Achse gibt. Wenn es für irgendeinen Punkt w dieses 
Kontinuums eine Lösung x; (w) gibt, so gelten für zwei solche Lösungen w und w’’ 
die Gleichungen: er 
w x; (w) = > hi zı(w) = 0 


= ö (38,3) 

ee 2 

Daraus folgt wegen des hermitischen Charakters von h 
(w —w’) 22; (w) 2; (w)=0 (38,4) 


(vgl. Gleichung (32,16)].- 


Versucht man zu diesen Orthogonalitätsrelationen die Normierungsbedingung 
> |x2;(w) 2 = 1 hinzuzufügen, so erkennt man, daß die Funktion der zwei Veränder- 


lichen 2 2; (w’) x; (w’’) unstetig wäre, falls sie überhaupt existierte. In Wirklich- 


keit existiert sie aber nicht, da die Summe nicht konvergiert. Daher wird folgende 
Normierung durchgeführt. Man setzt 


z | f x; (w) dw P =op(w).. (38,5) 


Die Funktion ist monoton = i.a. auch konvergent. Sie wird nach H&LLınerr 
„Basisfunktion‘ genannt. Seien nun A, und A, irgend zwei Intervalle des Strecken- 
spektrums, A,, das ihnen gemeinsame "Teilstück, dann gilt 


2 . x; (w’) dw / 2; (w’) dw” = 2. dp(w)=P (u — um), (38,6) 


wobei w® und w®) die Endpunkte von A,, sind. 

‚Wenn man sich nun die Intervalle A,, A,, A,, sehr klein denkt, : so kann man 
symbolisch mit den Größen x; (w) dw als ‚‚Differentiallösungen‘ von (38,2) rechnen. 
Diese Differentiallösungen sind dann in gewöhnlicher Weise orthogonal, aber 
nicht auf 1, sondern auf das Differential der Basisfunktion normiert. 

Damit läßt sich aus der Gesamtheit der diskreten Werte x; und der in einem 
Index diskret, im anderen kontinuierlich verteilten x; (w) die „orthogonale‘“ 


Matrix gewinnen: 
ij = 


ll 
Y 

‚Die Orthogonalitäts- und N ormierungsgleichungen für die ganze Matrix zerfallen. 
in vier verschiedene Typen: 


(u, 2;(w) dw) = (38,7) 


D 2 0 = Öik, Y 2%” (w)dw=0, 
5 j } 


nr | (38,9) 
Ez(w)dwea=0, Zulw) dw a5" (w’)dw’=dg. = 
io ; | 


8*+ 
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Die Orthogonalitätsrelationen für die Kolonnen lauten 


2 Te Cr + ji BZ een SL = öl. (38,10) 
Setzt man nun . | 
y=Dxn%, ylY)dpy=Zrlw)dw.x;, (38,11) 
: ran 
so folgt | 
2 ur ya ya + [wel yloy"(Adp= LS huaa“, (38,12) 
h ; 


womit die Hauptachsentransformation durchgeführt ist. 


C. ANWENDUNGEN 
J: Elektrotechnische Anwendungen 


39. Vierpolmatrizen (Feiorkeier) 
a) Allgemeines 


Eine elektrische Schaltung zur Übertragung elektrischer Leistung heißt Vier- 
pol. Die technisch wichtigsten Vierpole der Nachrichtentechnik sind: 


1. Doppelleitungen aller Art, 

2. drahtlose Strecken einschließlich Sender- und Empfangsantennen, 
3. Übertrager, 

4. Siebschaltungen, 

5. Verstärker, 

6. Dämpfungs- und Phasenentzerrer. 


Die allgemeine Form der Vierpolgleichungen mit 4 verschiedenen voneinander 
unabhängigen Vierpolkonstanten lautet 


U,=WuJıt Woda 391 j 
U,-WyJı+ W2Js- u 


J; TR 
Bi L. 
KAbb.1 


Die Wir sind Widerstände und haben folgende Bedeutung: . 


_ [ Eingangs-Leerlaufwiderstand — Kernwiderstand rückwärts 
Kernwiderstand vorwärts — Ausgangs-Leerlaufwiderstand j 
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Dabei versteht man unter Kernwiderstand denjenigen Widerstand, mit dem man 
den eintretenden Strom multiplizieren muß, um die Ausgangsleerlaufspannung 
zu erhalten. | | 

Werden die Ströme als Funktionen der Spannungen dargestellt, so entsteht das 
Gleichungspaar . | 
Jı=Y1ıUı+Y120% 392 
J,=Y,UıtY20;. en 


Die Y« sind Leitwerte mit der Bedeutung 


N Eingangs-KurzschlußBleitwert — Kernleitwert rückwärts 
Kernleitwert vorwärts — Ausgangs-Kurzschlußleitwert / 


Die Darstellung der Eingangsgrößen als Funktionen der Ausgangsgrößen liefert 


U,= Ay, U, + Ar I (39,3) 
— J= Ay, 0,+ Ay2J, 
mit der Bedeutung 


N (Leerlaufspannungsübersetzung) (Kernleitwert)-! 
(Kernwiderstand)-! (Kurzschlußstromübersetzung)-! / 


Und schließlich ergibt die Darstellung der Eingangsspannung und des Ausgangs- 
"stromes als Funktionen der anderen Größen 


U,=D1U:+D3Jı> (39,4) 
J,=D,0U;+D2Jı- | 


Die verschiedenen Paare der Vierpolgleichungen lassen sich nun als Matrizen- 
gleichungen schreiben. 


lo) ” 
Statt (39,3) (a 9)-(Zu Zu).(0 9). (39,9) 
Statt (39,3) (7 Hl 4) (9: 0 (39,7) 
le a) aa 


Die Matrix M heißt Widerstandsmatrix, „ Leitwertsmatrix, A Kettenmatrix, 
D Reihen-Parallelmatrix. = 

Der Vorteil der Matrizenschreibweise liegt in folgendem: 

Man kann 


1. bequem von einem Gleichungspaar zum anderen übergehen, ohne unnütze 
'Zwischenrechnungen zu machen, 
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2. mit den Schaltungen selbst rechnen, 'statt wie bei den Kırcunorrschen Glei- 
chungen, mit den Strömen und Spannungen, 


3. die Theorie der Netzwerke organisch, übersichtlich und vollständig aufbauen. 


Zwischen den Elementen der Vierpolmatrizen bestehen folgende Beziehungen: 
wm ca le 
= A, 
ee DER A) 2-0. win 


Bl {Er AL ARE 29. ao 


2ı +22 


22 


b) Reihenschaltung von Vierpolen 


Die Vierpolgleichung (39,5) kann auch abgekürzt geschrieben werden 
U=-B-5; (39,13) 


sie stellt äußerlich das Onmsche Gesetz dar. Sollen nun zwei Vierpole hinter- 
einandergeschaltet werden, so müssen die W-Matrizen addiert werden, genau so, 
wie bei der Hintereinanderschaltung zweier Zweipole die Scheinwiderstände ad- 
diert werden. 


Gilt für den einen Vierpol 


v — Mm’. 3, 
u” Pa m’ F Ss 


für den anderen 


so folgt wegen % =” für die Reihenschaltung 
WU” =(W + mr). (39,14) 
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c) Parallelschaltung von Vierpolen 


Die Leitwertform des Onumschen Gesetzes J = 7, entspricht wegen (39,6) der 
Form der Vierpolgleichungen 


Abb.3 
Bei der Parallelschaltung von Vierpolen addieren sich die Leitwertsmatrizen (vgl. 
Addition der Leitwerte von Zweipolen). Sind die Leitwertsmatrizen zweier Vier- 


pole, deren Ein- und Ausgänge parallel geschaltet sind (Abb. 3) Y’ und 9”, so wird, 
da die Eingangs- und Ausgangsspannung beider gleich sind, mit 


=)’ y, Sr — ” U 


für die Parallelschaltung | 
ISHI=-V-HYU (39,15) 


d) Kettenschaltung von Vierpolen - 


Abb.4 
Der erste der beiden Vierpole Abb.4 habe entsprechend (39,7) die Gleichung 


OU, 0 (Au Aryl. (U, 0 
(7 0) u Fe A’gg J; 0) une 


Da die Ausgangsgrößen U, und J, zugleich die Eingangsgrößen des folgenden 


Vierpols sind, wird 
/V, 0 A’ 4A” U, 0 . 
(7 J; o)- (a a) (7 J; 0). eu 


(39,17) in (39,16) eingesetzt, liefert 


Ge) man 
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d.h. bei der Kettenschaltung zweier Vierpole multiplizieren sich ihre Ketten- 
matrizen 


A=-WA”. (39,19) 


Da die Matrizenmultiplikation nicht kommutativ ist, so muß man die Faktoren 
in derselben Reihenfolge wählen, in der die Vierpole aufeinanderfolgen. Eine Ver-. 
tauschung der Reihenfolge der Vierpole bedeutet zugleich eine Vertauschung der 
Reihenfolge der Kettenmatrizen. Die Ungültigkeit des kommutativen Gesetzes 
der Matrizenmultiplikation gewinnt somit eine anschauliche elektrische Deutung: 


e) Reihen-Parallelschaltung von Vierpolen 


Die Reihen-Parallelschaltung wird gebraucht, wenn zwei Vierpole gleiche Aus- 
gangsspannungen haben sollen (d.h. ihre Ausgänge parallel geschaltet werden 


y 
müssen) und ihre Eingangsströme gleich sein sollen (d.h. die Eingänge in Reihe 
geschaltet sein müssen). | 
Für den einen Vierpol ist 
U, 0 _ nn )) 
(ir 0)?” a Ö 
J’ 057° 7 \J, 0 


Die Vierpolgleichungen der Schaltung Abb.5 sind daher 


‘für den anderen 


U + U,” 0 ee. ‚ „ D, 0) 
tz ern? ))- (39,20) 
d.h. die Reihen-Parallelmatrizen sind zu addieren 


D-D’+Dd”. (39,21) 


Sollen umgekehrt die Eingänge zweier Vierpole parallel und die Ausgänge in Reihe 
geschaltet werden, so müssen die reziproken Reihen-Parallelmatrizen D-! addiert 
‘werden; sie mögen als Parallel-Reihenmatrizen bezeichnet werden. 
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40. Matrizen einfacher Netzwerke 


Die Matrix verwickelter Schaltungen läßt sich aus der Matrix ihrer Schalt- 
elemente nach den Regeln der Vierpoltheorie berechnen. Unter der Voraussetzung, 
daß. die Netzwerke nur aus linearen Widerständen r„ mit den Leitwerten g» be- 
stehen, ergeben sich folgende Schaltungen: 


* a) Vierpole aus einem Widerstand 


Die Vierpolgleichungen Abb. 6 lauten 


U,=U J 
Br. won 
oo 
. Abb.6 
oder | 
U, 0\_ [1 r U, 0 
(Fe ee (00,2) 


Die Matrizengleichung hat die Form (39,7). Die Kettenmatrix ist: daher 
q u 2 
= 1)- (40,3) 
Nach (39,9), (39,10), (39,12) berechnet sich mit g, =(r,-": 


m a 


Abb.7 


‚Für den Vierpol Abb. 7 gelten die Vierpolgleichungen 


a. (40,4) 
Jı=9U2+Jr 


| U, 0 1 0\ (DO, 0 | 
. (re) kan 
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Die zugehörige Kettenmatrix ist also_ 
10 
U - | ) 40,6 
| ö 9, 1 (40,6) 
und es wird weiterhin 


w-(n : I=(o), >-( ai 2) (40,6) 


b) Vierpole mit zwei verschiedenen Widerständen 


Die Schaltungen Abb. 8 bzw. Abb. 9 gehen aus den Schaltungen Abb. 6 bzw. Abb. 7 
durch Kettenschaltung hervor. Ihre Kettenmatrizen entstehen also durch Multi- 
plikation der Kettenmatrizen (40,3) und (40,6). 


Abb.8 


Für die Schaltung nach Abb. 8 ergibt sich 


{10 lr 1 r fr —r +90 -9 I 
N ee 
91 1] 01 9 Giro +1 r, entn) 9 ga 9)” ( ) 
für die Schaltung nach Abb. 9 


1_ Ir\ /1 0 _fl+r19 rı 
01 91 1 "PB 1 


nr 
| 
De 
are 
+ 
= 
10) 
| 
je} 
LS) 
—_ 


— [9 9 
2 r (9, + „)' N 


Abb.10 


Eine Schaltung Abb. 10 nennt man eine symmetrische T'-Schaltung. Die Ketten- 
matrix läßt sich.nach (40,8) und (40,3) berechnen als Produkt der beiden Ketten- 


matrizen | | 
I+r r,\ /l r r+r rl +2r 
en Nat ae). om 
daher folgt | 
x _ffıt ra 1. __ 4: ffıitTe ER nn. 
B-( r5 BR, Dt Tz —(n +) _ 
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Eine Schaltung Abb. 11 dagegen nennt man eine symmetrische IT-Schaltung. Ihre 
Kettenmatrix folgt aus (40,6) und (40,7). 


Abb 
Also wird. | 
l r 1 0\ . + 1 
1-( : )-( )- ( 21192 ) 40,10 
N Al a V Hgr2n) Hr un 
und weiterhin 
w- A, (A t0 —g9 ). 2 — Ip ): 40.10 
n+2R\ 9 (+9) > 9% (+9) m) 


- Entsprechende andere Zusammenstellungen lassen sich leicht aus den Elementar- 
schaltungen angeben. 


41. Übertrager 


Als ein Beispiel aus der Hochfrequenztechnik werde der Übertrager Hehandelk. 
Gegeben seien zwei Übertrager I und II (Abb. 12), zwischen deren Primär- und - 
Sekundärspulen die Kopplungen k, und k, seien. Gefragt ist nach der resultieren- 


den Kopplung %’, d.h. derjenigen, die zwischen dem Eingang AB und dem Aus- 
gang CD gemessen wird, als Funktion der in der Abk. angegebenen Größen. 
Für den Übertrager I bestehen die Gleichungen 


GAR -MoJe: 


| (41,1) 
U; = MR Ir; 


- oder in Matrizenform 


a ee ee) 12) 


N, und R, sind dabei die Scheinwiderstände der Primär- bzw. Sekundärspule, M,, 
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der Scheinwiderstand der Gegeninduktivität M,,. Wegen (39,11) kann (41,2) 
umgeformt werden in 


U, N_IL, -/|W, | 0 (7 0 
I 


Die Matrix W ist die Kettenmatrix der Vierpoltheorie. 
Für den Übertrager II gelten die entsprechenden Gleichungen 


U, 0 1 RR -|W;|\. U, 0 U, 0 
| J; 0)= My | 1 RN, \Jı )- N, Jı a): (41,4) 
Da bei der Hintereinanderschaltung der Übertrager Iund II die Eingangsspannung 


(-strom) von II gleich der Ausgangsspannung (-strom) von list, wird 


U,=TU,, Jg = Jg. 


Daher folgt 
U, 0 | 
DEE TUR EU 
mit 
vl c RER ME RR, a RR MIN, = 
Mi Mar RN, RR, + Rz) — NM 
Mt RM RM.” 41,6 
RR ae RR u RR |) nn 
Mn Mas Mae _ 
1 AUTRHR 


Wenn man die entsprechenden Größen des Ersatzübertragers mit R,*, R,*, Mm 
' bezeichnet, so ergibt ein Vergleich von (41,6) mit (41,3) 


R + _ NT: Mi. * 6 Me * MM 
him ah n Wen (41,7) 


Sind nun die induktiven Widerstände ?wL sowie die Gegeninduktivitäten zwM 
gegeben, so folgt unter der Voraussetzung, daß die Dämpfung der einzelnen Spulen 
vernachlässigt werden kann, für die Ersatzinduktivitäten 


x M,. * nn s *__ M My ; 
meh Meer. 
und daher wegen 
M* 
K* eh rate 41,9 
YL,* L,* en) 
für die resultierende Kopplung mit A mn : 


Yaa-ay+ı ZU—KN+KPRP—K?—K2+2 
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42. Hauptachsentransformation der Vierpole 


Die nun durchzuführende Aufgabe sei, die Kettenmatrix auf Hauptachsen zu 
transformieren, d.h. die Darstellung zu gewinnen 


AU-SKT, (42,1) 
wobei 8 eine Diagonalmatrix-und | 
ST=-E€ bzw TITS=E: (42,2) 
ist. Für die Elemente folgt daher 


BR TE Eu 6 ig PR: | gs 21 
uı=Te| ip iS’ bg1 IS’ igg iS‘ (42,3) 
Wird (42,1) rechts mit & multipliziert, so wird 
AS=-SR, (42,4) 


was gleichbedeutend ist mit den 4 Gleichungen für die Elemente: 


Ayısı + Asa =suk, Agsıı + Asse = Ski; 


| | (42,5) 
Ayı Spt A1a $g9 = Sp k, ’ Ası Spt Ass 899 = $92 kg . - 
k, und %k, sind dabei die Wurzeln der Säkulargleichung 
Au—k As | 
=0, 42,6 
Ay 0 Ag—k (4,6) 
kı.=} (Ayı +4.) vi (Ay 4A) + Ays Ay: (42,7) 


Durch die Bestimmung der Eigenwerte k, , k, ist daher die Diagonalmatrix völlig. 
bestimmt. Die Matrix © kann dagegen aus den Gleichungen (42,5) nicht eindeutig 
bestimmt werden, da zwei ihrer Elemente willkürlich bleiben. 


Entsprechend ergibt sich für die Eigenwerte /,, !, einer Widerstandsmatrix 
1,2 =3(M + W,) Sr Y4 (Wı— Wo’+ WoW: (42,8) 


Da jeder Vierpol durch die Angabe von 4 Größen bestimmt ist, kann er durch die 
Eigenwerte der Ketten- und Widerstandsmatrix dargestellt werden, und zwar 
ergibt sich folgender Zusammenhang: 


kı,—k 
Aı= RE | Aa=-7 Ab: BIRR 
Et (42,9) 
A _k—k A _kbh-k en 
A u’ = 1! 
und e 
w„-Ah-hb Wa=-— ı—h kık,; 
Kb kha (42,10) 
Ww.- Lı—1, w _kıb—kelı : 
= dk’ 2 kı—k; 
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43. Physikalische Grundlagen . 


In die klassische Atomtheorie waren Bestandteile eingeführt, gegen deren Be-. 
obachtbarkeit schwerwiegende Bedenken erhoben werden konnten: z.B. Ort, Ge- 
schwindigkeit, Umlaufszeit eines Elektrons. Experimentell beobachtbar sind da- 
gegen die Energiestufen (Stoßversuch Frank-Herrz) und die ausihnen ableitbaren, 
aber auch direkt meßbaren Frequenzen (vgl. Energiequant hv, Pranck sches Wir- 
kungsquantum A = 6,61 x 10°?” erg sec), Intensitäten und Polarisationszustände 
der Wellen. Wollte man dagegen Ort und Umlaufszeit eines Elektrons bestimmen, 
so brauchte man Meßstäbe und Uhren; diese bestehen aber selbst wieder aus 
Atomen und versagen daher im Bereich der-Atomdimensionen: Messungen ato- 
marer Dimensionen beruhen mithin auf indirekten Schlüssen. 


1913 stellte Bon die Frequenzregel auf: Ein Atom ist gewisser diskreter sta- 
tionärer Zustände fähig („Quantenzustände“), in denen es nicht strahlt. Licht 
wird ausgesandt beim Übergang aus dem einen in den anderen stationären Zu- 
stand; die dabei verlorene Energie, die Differenz des Ennergieniveaus W,,W, in 
den beiden stationären Zuständen verwandelt sich in ein Lichtquant Av: die Fre- 
quenz » der ausgesandten Spektrallinien bestimmt sich aus der Gleichung 


w=W,—W,, (43,1). 


'in sie können für W,, W, irgend zwei der diskreten Energieniveaus eingesetzt 
werden (W, > W,). Bei Absorption hebt umgekehrt ein Lichtquant dadurch, daß. 
es seine Energie hr an das Atom abgibt, dieses von der Energiestufe W, auf die 
höhere W.. 


Nach der klassischen Elektrodynamik sollte das Atom zufolge der in ihm sich 
abspielenden Elektronenschwingungen beständig strahlen; die Frequenzen des 
ausgestrahlten Lichtes sollten übereinstimmen mit den Frequenzen der einfachen 
Schwingungen, in welche die Bewegung des Elektronensystems im Atom sich auf- 
lösen läßt. Durch die Strahlung selbst verliert das Atom Energie, dadurch modi- 
fiziert sich der Bewegungsvorgang, und mit ihm verschieben sich die Frequenzen. 
Diese Anschauung ist daher unvereinbar mit einer der fundamentalsten Erfah- 
rungstatsachen, der Existenz scharfer Spektrallinien. Darüber hinaus enthält der 
Bonrsche Ansatz das grundlegende Rırzsche Kombinationsprinzip. Wenn man 
die Energieniveaus nach steigender Größe W,< W,< W,<... ordnet, so ist 
nach (43,1) jede Linienfrequenz » die Differenz zweier „Terme“ 5, = n 


» (n>m) = m Im= (Wa Wa), n>m. (43,2) 


Infolgedessen tritt mit den Frequenzen » (n— m) und » (m — I) auch die aus ihnen 
durch Addition gewonnene kombinierte Frequenz 
v(n—l)=v(n—m)+v(m—]) (43,3) 


auf. Die Auswahlregeln für die vorkommenden Kombinationen werden also in den 
Gesetzen enthalten sein, nach denen sich die Intensitäten der Spektrallinien 
bestimmen. 
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Zunächst betrachten wir nun Vorgänge, denen in der klassischen Theorie eine 
eindimensionale Bewegung entsprechen würde; diese sei gegeben durch die Fourier- 
darstellung der Koordinate g:- 


alt) = I etrtrt, (43,4) 
T 
Die Gesamtheit der Elementarschwingungen 
1: = a errin rt 


suchen wir nun so abzuändern, daß sie nicht die Oberschwingungen einer Be- 
wegung, sondern die wirklichen Wellen eines Atoms darstellen. 

Die Frequenzen sind also im allgemeinen nicht harmonisch (vr), sondern lassen 
sich nach dem Rırzschen Kombinationsprinzip gemäß (43,2) darstellen. 

Zu jedem „Sprung“ n— m gehört aber auch eine Amplitude und’ eine Phase, 
die wir komplex schreiben: 


 q (nm) =|g (nm) | eiölnm), (43,5) 


Die Gesamtheit aller möglichen Schwingungen fassen wir in die Koordinaten- 
matrix 
q (11) ezrw (iM gq (12) ezriv(12)t RR: 
g= q (21) ezriv(zi)t q (22) ezrir(22)t 2 (43,6) 


zusammen, oder abgekürzt 
gq= (q (nm) ezriv(nm)t) j (43,7) 


Damit diese Matrix einer reellen Fourierreihe g (ft) korrespondiert, muß noch die 
Bedingung | | 
q (mn) = g*(nm) 


eingeführt werden, d.h. es wird verlangt, daß q eine hermitische Matrix ist. 

Es müssen nun die Gesetze aufgestellt werden, aus denen sich die Amplituden 
q (nm) und die Frequenzen » (nm) bestimmen. Dabei soll das Prinzip benützt. 
. werden, daß die neuen Gesetze denen der klassischen Mechanik so ähnlich als 
möglich gemacht werden sollen. | 

Multipliziert man nun die Matrix q mit einer anderen p (der Impulsmatrix), die 
dieselben Frequenzen » (nm) hat, so folgt 


= (Zu(ak) e2rir(nh)i 9 (km) m, 
nun ist aber 

(nk) +» (km) = (Wa— Wi) + 4 (Wi— Wr) = (Wn— Wa) = v (nm), 
also wird 


ap= (2 q (nk) p (km) a: (43,8) 


d.h. das Produkt gehört zu denselben Frequenzen. Diese Formel ist. die sinn- 
gemäße Verallgemeinerung der Regel für die Bildung des Fourierkoeffizienten des 
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Produkts zweier Fourierreihen. Die Matrizenmultiplikation hängt also aufs engste 
mit dem Rırzschen SU USLEBEIED zusammen. Ist nun 


eine Energie-Diagonalmatrix, so wird 
Wg- (z W(nk)g (km)) — (Pr S Önk q(km)) a (Wa q (am)) 
k ich 


und 


N EJLZEE (2 q(nk) W km) =(2 q (nk) W. Om) = KL, q (mm) n 
Bildet man die Differenz 
Wa—gaW= ((Wa— Wn) q(nm)), (43,9) 


so folgt wegen des Kombinationsprinzips 


(nm) = - (Wa—Wn) 


und wegen . 
: d 
g=7= (2ziv(nm) q (nm)) 
die Beziehung _ 
= Wa—aM). (43,10) 


Nun versucht man, mit Hilfe der der Koordinatenmatrix q zugeordneten Impuls- 
matrix p durch Anwendung der Matrizenaddition und Multiplikation als Ana- 
logon der kanonischen Differentialgleichungen eine Hamırton-Funktion 9 aufzu- 
stellen. Die Ungültigkeit des kommutativen Gesetzes der Matrizenmultiplikation 
bedingt nun, daß 


Ppa—ap+0, 


und zwar gilt die als kanonische Vertauschungsrelation bezeichnete Gleichung 


Pa—gp= 5, &=x[pgl. (43,11) 


2ri 
Aus ihr ergeben sich’ die Folgerungen: 
1. Die Funktion [pq] ist sich selbst adjungiert, d.h. es ist 


[pal' = (PP —P)=- (pa—ap) =[pql. (43,12) 


Daher ist die Vertauschungsregel in Einklang mit der Forderung, daß p und 
q hermitische Matrizen sind. 
2. Die Matrizen p und qsind unendliche Matrizen, da [pq] = E ist (vgl. Ziffer 40). 


Nunmehr können die kanonischen Gleichungen angegeben werden: 


u. (43,13) 
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Das sind unendlich viele Gleichungen für unendlich viele Unbekannte, da die 
rechts und links stehenden Matrizen Element für Element gleich sein sollen. 

Um den Energiesatz abzuleiten, braucht man die beiden folgenden Hilfs- 
formeln: 

Ist f (pg) irgend eine Matrizenfunktion von p und q, sö gilt 


Eur 

fg—g/=3,;: 
ri op”. | | 
ne (43,14) 

rer 


denn ist z.B. {=09-y, und nimmt man an, die Gleichungen (43, 14) seien für irgend 
zwei Funktionen op und % richtig, so folgt 


9-99—49-y= A gay) +(Pg—gp)Y 
Äh py 
we77; m (PE+ ger) - Ini Op 


Nun gelten die Relationen (43,14) für/=pund/=g; also sind sie auch für jede 
Funktion gültig, da die Funktionen durch wiederholte Anwendung der Elementar- 
operationen definiert sind. 

Die kanonischen Gleichungen können daher wegen (43,10) folgendermaßen ge-_ 
schrieben werden: 


Wa—gaW=-Hqa—g9, er 
| Wp—rW=HpP—pS, (43,15) 
‘oder auch 

FE an 9)- (43,16): 


W—-H)p—-Pr (W-H)= 


Die Größe W— 9 ist also mit p und q, also Auch mit jeder Funktion vonpundgq 
vertauschbar, insbesondere mit 5 (p,q): 


(W—9) 5-95 W—H)=0 
WH-HW=0. (43,17) 


oder 


Daraus folgt aber 

5=0. (43,18) 
Damit ist der Energiesatz bewiesen. Da Diagonalmatrizen vertauschbar sind, ist 
aber SH'eine Diagonalmatrix 


‚Nun lautet die erste Gleichung (43,15) für die Elemente 
| Tan) (Wa — Wn) = (nm) (Hn— Hn), 
also 
Hn— Hn= Wa — Wm=hv(nm). (43,20) 
Damit ist also auch die Boursche Frequenzbedingung als Folge der Grund- 
annahmen bewiesen. Wird durch geeignete Wahl der willkürlichen Konstanten 


gesetzt 


9 Pupke, Matrizenrechnung 
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so ist dadurch das Rırzsche Kombinationsprinzip zur Bosrschen Frequenz- 
bedingung verschärft. 

Umgekehrt läßt sich unter der Voraussetzung, daß Energiesatz und Frequenz- 
bedingung gelten, die Energiefunktion 9 als analytische Funktion irgendwelcher 
Variablen PB, Q darstellen. | 


Wenn PO-OP- 5 


ist, so bestehen die kanonischen Gleichungen 


Die Größen SB — PS und HQ Be können dann interpretiert werden als par- 
tielle Ableitungen von 59 oder, da & konstant ist, als Ableitungen rn Q 
nach der Zeit. 

Unter kanonischen Transformationen pg — PQ wird man daher eine solche Ver- 
stehen, bei der 


Ppa—gp= PO —-AP=,".- € (43,22) 


2ni 


ist; denn dann gelten die kanonischen Gleichungen sowohl für p, q wie für P, Q. 
Bedeutet nun Seine beliebige Matrix, so wird die allgemeine Transformation 
darstellbar sein durch 
P=-SpyCst, D2=Sac. (43,23) 
Die. Wichtigkeit der kanonischen Transformation beruht nun auf folgendem: Satz: 
Ist irgendein Variablenpaar p,, 4, gegeben, das die Bedingung | 


Rh 
Po9o — YoPo = 57; ° E 


erfüllt, so kann man das Problem der Interpretätion der kanonischen Gleichungen 
für eine Energiefunktion 9 (p,q) reduzieren auf folgende Aufgabe: Es ist eine 
Funktion © so zu bestimmen, daß 


HP,)=-SH(P.g) S'T=-W (43,24) 


eine Diagonalmatrix wird, wobei die Diagonalelemente die Eigenwerte, also die 
Energiestufen der Matrix sind. Die Lösung der kanonischen Gleichungen lautet 
dann: 

p —(6S Po S-1 Po = S Io S-! (43,25) 
undistein vollständiges Analogon zur HamıLTon-JaKoBıschen Differentialgleichung i 
© entspricht daher der Wirkungsfunktion. 


44. Der harmonische Oszillator 


Als Beispiel werde der harmonische Oszillator behandelt. Die Energiefunktion 
ist gegeben durch 


l D. 
9=-5,#°+5% (44,1) 
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‚wobei m die Masse und D die Direktionskraft der elastischen Bindung bedeutet. 
Durch vordere und hintere Multiplikation von 5 (p,q) mit q entstehen die Glei- 
chungen 


1 DD 2 

9-5,’ +ZP; 

we 

. 9ga=,,.Pe4trz9) 

oder zusammengefaßt 
I. n 48 

94—-49=,, (Pa —ap). (42,2) 


"Durch vordere und hintere Multiplikation der a mit p entsteht 


pPrq—pqp=z,;P> 


pqap—aqp? pP, 
oder zusammengefaßt 
pPPra—gap= —;Pp; (44,3) 
d.h. aus (44,2) und (44,3) wird 
99-99 = 5. 


d.h. man erhält für die Elemente der Matrix p, da 9 eine Diagonalmatrix ist, 


pP, 


ir 


Pnn = (Wan Wa) mn (44,4) 


Zu einer zweiten Beziehung zwischen ?»„ und dmn gelangt man durch Multipli- 
kation von 9 mit p und der Vertauschungsrelation mit q: 


| D 
9HpP—-79=-Z (PP), 
apgq—q’p= Im 
pP —qpg=3,;9; 


"woraus folgt: 9 Er 
HpP—P9=—-7 2,9: 


Also für die Elemente: 


Dh | 
| Pan (Wm— Wn) =. 7; Imn; (44,5) 
(44,4) und (44,5) ergeben 
qm (1-5 (Wn— Wa?) =0. (44,6) 
Ist nun gun #0, so folgt : | 
Wn — MW. = + hvo; (44, 7) 


wobei 1, = ya die klassische Eigenfrequenz des Oszillators ist. Da auch die 
den diskreten Niveaus zugeordneten Energien als Eigenwerte bezeichnet werden, 


9* 
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so läßt sich Gleichung (44,7) folgendermaßen interpretieren: Hat man einen Eigen- 
‚wert W; gefunden, so gibt es zwei Eigenwerte W,„_ı und W,;ı, die um 5» kleiner 
bzw. größer sind als W„; man kann nun für W„ den Ansatz einer arithmetischen 


Reihe machen: | 
W.= W, ın hvy- (44,8) 


W, bedeutet daher den kleinsten Eigenwert der Reihe. 

Für alle anderen Kombinationen der Indizes muß g», also auch Pmn, verschwin- 
den; es bleiben also nur 9n,n+1 und 9n,n—ı von N ull verschieden: W, läßt sich nun 
wie folgt ermitteln: 


wa dar Re ,‚D 1, D_ 
Esist‘ W,=Ho=7,,,270»P0+757 29, %0= 3, Po Pıo + Z Ir io 


Aus (44,4) ergibt sich 


a. Znim 
Poı = (M-—-W,)gı = — a hvg* go | 
d n 2rim Dim a 
u | 5 | 
. Po = 7 (MW, —-Wo)go= ja hvogo- = 
Da Anm = Gmn, So folgt 
| Anmut  D | 
W=|dul? Fr en 5) (44,10) 


90, Kann aus dem l. Diagonalelement der Vertauschungsrelation unter Beachtung 


von (44,9) entnommen werden zu 
h 


| go1 ?= ame: (44,11) 
Daher wird (44,10) 
el £ 2 oh Anm? vo? D hvy: Dh Ara IE 
W= ml 2m, 3)” ur = 16n’mp, 2° 282) 
Es ist also 
w._'” Ze +nhu-hvlnt- 5) (44,13) 


W,= en ist dabei die PER 


Wir a die Matrizen q, p und 9 direkt angeben. Beachtet man, daß düsch 
wiederholte Anwendung von (44,11) allgemein gilt: 


On+1,n® In+1, „= |%R+12 = <a (r+J1l), (44,14) 
so hat q die folgende Gestalt: 
0.7100 
z ro y2o0 | 
Von 0 72 093... J- (44,15) 
00730 


Nach (44,4) und (44,7) wird 


Pm,n”; r, hvodmn ; 
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also h 1 /Amevm | 
Pr +1,n = ZUM Vy Int in = — Zu (m +1) 
ä | | i | (44,16) 
un | = ; 5. 1/4 m 
Pan = 2m gar tz Sn, mtl) 
0 yı 00 
ih, El. 20 12:08 55 
i h y1/4n®vem / — ee 
Daher wird. D vers eg 0 -Y2 0° Y3 Be (44,17) 
0 0-3 0 
Es ist nun: ı 072260. 
e 0.10%. 
Pga=7ml| -2 0.10 
| 0 -%6 0 1 
1,0. Wwo... 
und „[ Lo Ye... 
“ qp=7.| -72 0 -10 
0-76 0 -1 
d.h. pq — (pP = ne die Vertauschungsrelation ist also erfüllt. 
Um die Matrix der Hanızron-Funktion zu bestimmen, bilden wir 
1 oo... 
D, m| 3 0 V6 ... 
;3P?-7|7205 0... 
0 0 T... 
./100%0 
„[0300 Eu 
=75100350 (44,18) 
0007 


9 ist also eine Diagonalmatrix, und esist W, = = und W. =hv,(n +4). Statt 
der hermitischen Matrizen p und q kann auch eine nichthermitische Matrix b 
benutzt werden: £ 
| b=(0(p—27r:7,M 4) 


(44,19) 
BH=0C(p+27iv,mg), 


wobei C eine noch zu bestimmende Konstante ist. 
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Die kanonischen Bewegungsgleichungen (43,13) 


De eV 
Ip m’ P= 9 Dq 
gehen nun über in 
b=—2rziv,b, bi=2niv,dt: (44,20) 


Weiterhin wird | 
bb = (0? (p? +An?vmig? + 2nivgm(pg—qp) 
btb =.02 (p? + 4n2v mg? — 2niv,m(p ı—4q p) 


und die Vertauschungsrelation [p,q] = — (pq—qp) = 


geht über in bbt-bip=E, (44,21) 
| 


=. (44,22) 
m. 


wenn 
gesetzt. wird. 


Für 9 sind dann die beiden folgenden Darstellungen gegeben: 


sh bbt 
(44,23) 
=hv,btb + — I | 
Nun gilt als Verallgemeinerung von (43,10) - ds Funktion f (p,q) 

| A Fa 
Bi Wi, (44,24) 

‚also mit {=D und unter Berücksichtigung von (44,20) 

h ; 
Bb—IDB-—,.;.2rivdb=—hub, (44,25) 
oder für die Elemente | 

(Wn — W) Dam = — hv, Dam; (44, 26). 


d.h. bei einer einfachen Lösung müssen die verschiedenen Eigenwerte der Energie 
eine lückenlose arithmetische Reihe mit der Differenz Rv, bilden. 

Nun besitzt $ nur positive Eigenwerte, da. es als Summe zweier Quadrate dar- 
gestellt wurde und dementsprechend eine positiv definitive Matrix ist. Die arith- 
'metische Reihe muß also ein Anfangsglied besitzen. Wird 9=% als Diagonal- 
matrix und werden entsprechend der Vielfachheit der Eigenwerte W, b und bt als 
' Übermatrizen geschrieben 


DB = (WO, 
‚1n,s=0,1,..., (44,27) 
b = (69), Hi = (bf (9) 


so ist, wenn die Zählung der Stufen mit 0 beginnt und Yo die Länge der (r-+1)-ten 
Stufe genannt wird, 5("®) eine Matrix von g, Zeilen und g, Spalten. Wr) ist dann 
nach (44,26) gegeben durch 


PN —- W,.€En, (48,28) 


44. Der harmonische Oszillator 135 


wobei €) die Einheitsmatrix von g, Zeilen und Spalten und die Zahl 
Wermt+WMm (44,29) 
ist. Für die Teilmatrizen hat man | 
(Wr, — W.) 69) = — hr, 69° 


(Wr —W,) bins) — 7 Yo br9), 
also wegen (44,29) 


br9 =0, wenınr—s#=—1 
. : 44,30 
bis) = 0, wennr—s#+ +1 (44,30) 
daraus folgt 
t — (bior+l) Hie+1,r) ö 
bb! = (bfr b Örs) (4 4,31) 


btb = (ber) Her—Lr) ör8) 


und da r a negativen Werte annehmen kann, so verschwindet die Teilmatrix 
btb fürr=.0 | 
Somit ergibt sich aus der zweiten Gleichung (44,23) für r = 0 


BO — a Ev, = ro : (44,32) 
allgemein 
Du — hr, ber+D) Bien _ a 0) 
ei | (44,33) 
Me) — Ay bien Het 2 _ Er+)), 
Nach (44,28), (44, 29) und (44,32) wird daher 
r, r+)) +r+1,r) = (r) 
a) b b (r+1)€ (44,34) 


b) bier+1,n) pt) (pr I) Er+D. 


Bildet man die Spuren dieser Matrizen, so ergibt sich links dieselbe Größe, wäh- 
‚rend rechts (r+1) gr bzw. (r-+1) g9,+1 herauskommt, also muß 


IGr+1 = gr 


sein, d.h. alle Eigenwerte besitzen dieselbe Vielfachheit g,. 

Es soll nun gezeigt werden, daß für eine einfache (irreduzible) Lösung bei den 
'Termen die Vielfachheit gleich 1 ist; eine Lösung der Vielfachheit gr> 0 kann in 
g0 einfache Lösungen zerfällt werden. Wegen (44,35) ist b(""+D eine quadratische 
Matrix. Und es kann nun nach (44,34) gesetzt werden: 


ber+D— Ur Yr+1, (44,36) 


ber + u 
wo U, eine g„reihige unitäre Matrix ist; denn es ist für U, — Tr Ut=Een,. 


u, 
Wird weiterhin b mit einer unitären Stufenmatrix 


— (d,: U) (44,37) 
transformiert, so entsteht eine PEN 


B=-B1H%, (44,38). 
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in der wieder nur die Teilmatrizen Bert wegen (44,36) von Null verschieden 
sind: 
Bert BO Hnr+D Ber+D— YrIBn-1 U, Ber+D, (44,39) 


Nun kann man ® so wählen, daß die Br+D Vielfache der ‚Einheitsmatrix 0) 
werden; ist z.B. 
WBEHD X) , BO) — EN, . 
d.h. U = BON. (Br+Dyt, (44,40) 
so wird | oo. 
Brrtd)— Yr +1(B)-1.Be). (Be+ 1))-1 Ber+l) Yr L1E9, (44,41) 


Damit ist aber die Zerfällung durchgeführt: 8 und ®! sind nach (44,41) in go 
übereinstimmende Lösungen mit nur einfachen Eigenwerten gespalten. 


Bezeichnen wir die Matrixelemente der einfachen Lösung (9, = 1) mit bum, dann 
‚ist U, eine einreihige unitäre Matrix, d.h. eine komplexe Zahl vom Betrage 1, 
etwa eier, 


Damit erhält man als Resultat 
f Dam =0, wenınn— m = —1 
bizm = 0, wenınn— m+ +1 
| Du,n+1 = Yn+1 em h (44,42) 
bi, 1.m = Yn+ Le" | 
Wa=hv, (n+#), n=0, 12. 


Wird die Gleichung (44, 19) unter Berücksichtigung von (44, 22) nach p undq 
aufgelöst, so folgt -— 


p= Do (bt ei b) | 
| IH’ (44,43) 
1 as ae b), ” 
oder mit (44,42) 
Pam =0, ;m=0,wennn—m++ 1 
h I 
Pn,n+1 = Vom SE > V2hv;m (2 — 1) e’Pn 
| hv.. l au ———— , | 
Pr+1,n = Vom bit =z . hv,m(n-+1) e!Pr (44,44) 
—_ 1 h h(n+1) | 
Inn+1 5 Dnn+1= 3| | Inemo, © ei(® nt 3) 


1 h k(n-+1) 72 
ne PEBEAERREG T = — LEN, -i RER 
Gn+1n zz) Dr, m TUR 5 2nmv, © ({m+3) j 


Damit kann die Behandlung des einfachsten matrizenmechanischen Systems, des 
harmonischen Oszillators als abgeschlossen betrachtet werden. 
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Die. Theorie des harmonischen Oszillators kann als Ausgangspunkt für die Be- 
handlung allgemeiner Systeme dienen, indem man diese durch Variation eines 
Parameters aus dem harmonischen Oszillator entstanden denkt. Das dabei be- 
nötigte Verfahren kann in enger Analogie zur klassischen Störungstheorie ent- 
wickelt werden. 

Es sei nun ein Problem durch Angabe der Hamırrox-Funktion. vorgelegt. Aus 
‚Ihr möge durch eine Vernachlässigung, die wir als.klein betrachten, eine andere 
Hanırrox-Funktion H® hervorgehen. Die zu H(® gehörenden Eigenwerte W.® 
seien bekannt und es sei H9 = WV bereits eine Diagonalmatrix. 

Nun werde die vorgelegte Hanırron-Funktion nach Potenzen eines Parameters A 


entwickelt 
H=HO AHV + R2H®-+. (45,1) 


wobei durch Vernachlässigung von A gerade H“ entsteht. 
Die zugehörige Matrizengleichung lautet dann 


H=HO+AHDLLHIL = MO LIHO + 72 290 +..:; (452) 


WO, HD, 59 sind dabei bekannte Matrizen. 
Wird nun $’ durch eine noch zu ermittelnde Matrix & auf Hauptachsen trans- 
formiert, indem © ebenfalls nach.A entwickelt wird: 


S-SW LAS +22 Sr... (45,3) 
so entsteht als Ergebnis eine Matrix W, die nach A entwickelt, lautet 
WB- WO LHAMOLAZEMOL..., (45,4) 


WO, WV,W@),... sind dabei Diagonalmatrizen. 
Wegen der allgemeinen Transformationsgleichung (Satz 109) wird dann wegen 


H=-WV= en Seßts’S: 
(SOALASVWALLEAL...) (WOLIMOLALMIL...) (45,5) 
= (MO + ji HD + 42 Ha +...) (SO LASD +22 S2 ++. .), 


aus der WW, 1, ..., 60, SV, &R,... gefunden werden können. 
Die nullie Näherung. Sie wird erhalten, wenn } = 0 gesetzt wird. Aus (45,5) folgt 


SO MO) — KO) SON, (45,6) 
Da 50 — 2% eine Diagonalmatrix ist, lautet das ik-te Element 
sy w» - w” sm (45,7) 


Ist Wi” + Wi, so muß das Element S( verschwinden. Ist dagegen WI = Wi, 


so schreibt (45,7) über das Element ${ nichts vor. Sind die Eigenwerte in der 
nullten Näherung alle voneinander verschieden, so muß S® eine Diagonalmatrix 
‚sein. 
Da & unitär ist, gilt 
SOVEUHr-—E, 
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was für das Diagonalelement 


x so s Ba — 9) Ss — € 


vorschreibt. Die Diagonalelemente von © sind Zahlen vom Betrag 1. 
&(9) ist eine Phasenmatrix und es kann 


| Sl = € (45,8) 
gesetzt werden. 
Die nullte Näherung ist also völlig trivial, wenn keine Entartung vorliegt. 
Die erste Näherung. In erster Näherung berücksichtigen wirin (45,5) die Glieder 
mit A und vernachlässigen die mit 42. Dann erhält man wegen (45,6): 


SU) + SO MM - WO SWL HUHN, (45,9) 
wofür wegen (45,8) auch geschrieben werden kann: 
SONO + MO - WOW LHD, (45,10) 
Das ik-te Element dieser Matrizengleichung gibt: 
Er se Pe (45,11) 
Da WO eine Diagonalmatrix ist, reduziert sich (45,11) für : = k auf 
Hi — wo (45,12) 


und für = k auf 
sQ) (WI? — w)= HW, 
da ja alle Elemente von W für :+% gleich Null sind; Umformung ergibt 


n 
sd _ —_ Hi 


m 
Für SO t findet man, da SH" hermitisch ist, 
H% | 
SE Be 5. (45,14) 


wO_w®” 


Damit ist die Matrix WO) völlig bestimmt. Von der Matrix SV haben wir alle 
Elemente außerhalb der Diagonale. 
Ihre Diagonalelemente bleiben willkürlich und setzen sie gleich Null, d.h. 


sl) — (45,15) 


Die zweite Näherung. Die Glieder mit. }2 von (45, 5) liefern eine weitere 
Näherungsgleichung: 


SH WO) + SUMU + SO MY - MWIEI+LHUSTULHAYCSH, (45,16) 
Wird berücksichtigt, daß SO = €, so folgt | 
SYMWO + SUMWO MO - WOCEYIHHUCULHN, (45,17) 
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Wegen (45, 12) und (45,15) erhält man für die Diagonalelemente- 
sw HWP-WPSC+SHNSW+HR, 


d.h. WE=HR+SHWSW, i 
oder wegen (45,13) | 
2 _ y® HH, | 
Wi = er >> "WO _ wö . (45,18) 
Für die Elemente außerhalb der Diagonale folgt 
sp w ale s“ wi) _ w® s®@ 2 x H% Ss Er HS 
d.h. . E+ 2 Hu m — er we 
Se (45,19) 
wO _y® 


Die Diagonalelemente von S® bleiben willkürlich und werden gleich Null gesetzt. 

Das beschriebene N äherungsverfahren kann beliebig fortgesetzt werden. Damit 
hat man ein systematisches Verfahren gewonnen, mit dem ein quantentheo- 
retisches Problem auf ein einfacheres zurückgeführt werden kann. Voraussetzung 
war aber, daß in der nullten Näherung keine Entartung vorliegt. 
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Es wird jetzt die Voraussetzung fallen gelassen, daß ungestörte Systeme nicht 
entartet sind. Sind einige der W;( einander gleich, so versagt bereits der erste 


Schritt der Approximation. Liegt eine r-fache Entartung vor, so wird der Eigen- 


wert r-fach gezählt. Eine der wichtigsten Entartungen tritt. z.B. bei einem 
Elektron im Zentralfeld ein, wie sie beim Leuchtelektron der Alkali beobachtet 
wird. Die Energiematrix, in der die einfachen S-Terme, die 3-fachen P-Terme, 
die 5-fachen D-Terme, ... zu unterscheiden sind, hat dann folgende Gestalt: 


Ws 00.000000 00 020 0 
O0 Ws 0 000000000009 
0 0 Wr0 0000 0 9 0 0.9 
000 W»0 000000000000 
000 0 W000 09 0 000 0 0 
0000 0 MM 0 00000600090 
00000 0 W000 0 0 00 
WO-E 0 00000 0 Wr0 00000 
| 00000000 Wr0 080008 
00000900 9 M20 0 00 
000000 0 09098 0 W220 00 
00000 0 0 EL I M20 0 
0 0000000090 0% 0 Wan» 0 
00000000 00 080 0 Wa» 


& 
a 


(46,1) 
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.a) Die Transformation 'entarteter Matrizen durch eine unitäre Stufenmatrix 


Ist ein hermitisches Matrizensystem p,,4, bekannt, das den Vertauschungs- 
regeln genügt und die Hanıztox-Funktion zu einer Diagonalmatrix IB macht, so 
entsteht aus ihm durch eine unitäre Transformation &(9 ein anderes hermitisches 
Matrizensystem p, q, das ebenfalls den Vertauschüngsregeln - ‘genügt. -Das 
System p,q ist mit dem System Po; 40 gleichwertig, wenn es in die Hanitrton- 
Funktion eingesetzt dieselbe Diagonalmatrix W liefert. S® muß ohne Entartung 
eine Phasenmatrix sein und es gibt nur ein brauchbares Matrizensystem. 

Wenn Entartung vorliegt, so folgt aus 


W-EMMWEN oder SOMW-WEN, (46,2) 
für die Elemente sw M= Wis. 
Ist W; = W;, so braucht seo nicht zu verschwinden. In diesem Fall bleiben die so 


beliebig und unterliegen nur Einschränkungen, die aus dem unitären Charakter 


" von SS) herrühren. Wenn dagegen W:=F We ist, verschwinden alle 8 Se. 

Eine solche Matrix &(0 ist eine unitäre Stufenmatrix, deren Stuf, En zräs dem 
Grad der Entartung entspricht. 

2.B. gehört zur Matrix (46,1) der Alkaliterme die Stufenmatrix 


ısjas} 2P |38| PP | 3D 
110/000/0]1000]00000 
0/1/]000]j0]000/00000 
0]|o0]|- Es Sa, 27 
o0/0|. ..101000 00000 
o/o|:..Iolo oo0loo00%o0 
0/0[000/1[000[0000%60 | 
7907000] [00000 | (4 
o|o)ooo[o :100000 = 
0.4.0210.0:0..0 2.2210 0.0 00: 
010]|000]0 00 o0|. my 
o/loJooolo!oo0o 
o/l0olooo/0o)0o0o0 
o/lo!looolo)oo0o 
o'0o/oo00)0oloo0o 

usw. 


An der Stelle der Punkte können nicht verschwindende Elemente stehen. 


b) Das Störungsschema 


Ist in einer Hauısrox-Funktion H= H® +AHW + A2H® +... die Energie- 
matrix der nullten Näherung 59 = W() entartet, so hat man aus er Gleichung 
(45,5). wieder die Matrizen SO, SV), 6%), ‚Mi, MO, ... zu bestimmen. 

In der nullten Näherung erhält man jetzt. aber nicht So C,.da ©0 eine 
unitäre Stufenmatrix ist, die nur aus der ersten Näherung bestimmt werden kann. 


'46. Störungsrechnung entarteter. Systeme 141 


Die Matrix 9% wird nun, um die erste Näherung durchzuführen, i in die Summe 


zweier Matrizen zerlegt. 
SH = Ham Hi, (46,4) 


Alle Elemente von 9%, die in die Diagonalstufen von SM fallen, nehmen wir 
zu HD, alle anderen zu H19, 
Entsprechend (45,9) wird nun 


SO MU 1 SWWO — WO SU + HU) SO 4 Kun, (46,5) 


Entsprechend der gemachten Voraussetzung entstehen daher zur Bestimmung 
von &9, MU bzw. SW die beiden Gleichungen 


SM — Hu) SO) (46,6) 
bzw. SUHMO — WO SU 1 ER) So, (46,7) 


In (46,6) verschwinden alle Elemente außerhalb der Stufen von S®, während 
die Elemente von (46,7) gerade innerhalb dieser Stufen verschwinden. (46,6) be- 
deutet, daß HD durch S® auf Hauptachsen transformiert wird. 

Für die Elemente erhält man 

Pwi=-2Hf” s® (46,8) 
Das sind mehrere Systeme linearer homogener Gleichungen für die S%, die zu 
den entsprechenden Stufen gehören. Daher wird die Determinante der Säkular- 
gleichung das Produkt der Stufendeterminanten. 


TISm—B|=0 (46,9) 


und die Säkulargleichüng zerfällt daher in einzelne Gleichungen, von denen jede 
zu einer Stufe gehört: 


Ss —_W|=0. (46,10) 


Ist die Entartung N-fach, so liefert jede Stufe eine Gleichung von der N-ten Ord- 
nung. Man erhält also aus (46, 10) die Eigenwerte WW und aus (46,8) die Elemente 
Ss. S® kann dann aus (46,7) ermittelt werden; das ik-te Element lautet 


sdwD - ww > EROROF (46,11) 
Für w;© + WW, folgt 
zHu MOB 
a - m a2 


Der Index r läuft über die Be zu der auch & gehört. Nicht bestimmt 


können die Elemente von 8% in den Stufen von S(® werden; sie werden gleich 
Null gesetzt, da sie beliebig Bleiben, Waren p(® und q(® vorgegeben, so können 
nunmehr die gesuchten Matrizen angegeben werden 


p(0) = (SOt LA SWI) pO) (SO LAS) (46,13) 
g„d-(SO.+ASUN gJO(SO LACH). (46,14) 
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Zweite Näherung. Hat die Säkulargleichung (46,9) noch mehrere gleiche Wur- 
zeln, dann zeigt auch W( noch Entartung; es bleibt dann bei der Bestimmung 
von &(® in erster Näherung noch eine unitäre Stufenmatrix s(® willkürlich, die 
der Entartung von WU entspricht, d.h. es ist 


50) RA) — WU 50), (46,15) 


Wir führen nun zunächst die Transformation mit einer Stufenmatrix &(0 aus, 
deren unbestimmte Elemente in der Diagonale gleich Eins, außerhalb gleich 


Null gesetzt werden, 


p = Sr pi) S(0) 

q= SOt gO SO 

w— SO (WO HAMA + AMAN 42 MO) SO (46,16) 
WO HAWO + Awld + 22 mW), 


wobei w die Energiematrix ist. In ihr sind WO und WU) Diagonalmatrizen und 
w(12) hat keine Elemente in den Stufen von S. 


Durch 
s=sN HIV) +25... (46,17) 
soll nun w auf Diagonalform transformiert werden. 
Also wird 
(SO H+ASDLASIL...) MWOLIMWVWLALEMWIL...) (46,18) 


— (WO LAWOLAMNILRWOL...) SOLASDLASML...) 
Die nullte Näherung ist trivial: 


sı) MO — MO 50), (46,19) 
Die erste Näherung ergibt 
50) EU + 5) AO) — WO 5m) 4 WE 5) 4 mil) 5(0) (46,20) 
und liefert zur Untersuchung der Elemente in den Stufen von &® 
u 0) IR) — WU 5(0) (46,15) 
und den Rest . 
sd MO — WO SM 1 mi2) 50), (46,21) 
der für die Elemente ergibt 
si) wo En w‘” 34) RE 2 win sl nm (46, 22) 


12) 


Ist WI” = Wi”, so ist die Gleichung stets erfüllt, da dt wir zerschnähden: Ä 


wenn r zur gleichen Stufe wie i und % gehört oder s gleich Null ist, wenn r zu 
einer anderen Stufe gehört. Außerhalb der Stufen von S® ist 


(12) (0) 


DI (46,23) 
#70) 0): 
= — Wi 


BN 


Die zweite Näherung ergibt 
ss MA LS PR + 52) MO — MV 52) + DIHIDERE) a w(12) 5() + 09) sl) (46,24) 
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oder für die Elemente 


0) ur 1 1 2 N) 0) .Q@ 1) a 12) (a (2) (0 
KO we DD DD 112% + Ws + un ER + Zw 3 (46,25) 


Ist WI = w” und we w ‚so vereinfacht sich (46, 25) zu 
se Wi = x wi 8% + x u Sr. (46,26) 
Setzt man (46,23) ein, so erhält man 
(12) (12) (0) (12) (12) 


0 wir _ 2 O0 2 z RO OFES, 2 [ei w®OLy ee) (46,27) 
7? 


Aus diesem System linearer Gleichungen kann bei festem k s® und w\ gewon- 
nen werden. 
Ist 2 Ww‘”, aber we’=+ w;, so ist so =0 und (46,25) reduziert sich auf 


si) w®=- we 1) = > wi? ss ab. z uw) sm (46,28) : 


Damit sind die Elemente von s® EN die in den Stufen von S—, aber 
‚außerhalb der Stufen von s® liegen. 


Ist WI” & W®, so folgt aus (46,25) 
sa We + WO - WIR H WI + u u. (46,29) 


Hieraus kann man die Elemente von @) Be soweit sie außerhalb der ur- 
sprünglichen Entartungsstufen liegen, wenn man die Elemente von s(® und s( 
einsetzt. 

Alle Formeln vereinfachen sich bedeutend, wenn DI wenigstens Wi” ein 
einfacher Bewer ist. Es verschwinden nämlich alle s{. außer dem Diagonal- 
element si —]1. Man erhält dann statt (46, 23) 


= „a2 
Sk = — ar; (46,30) 
| P_n? 
: und aus (46,27) bestimmt man 
(12) (12) 
Wu + > 7 A BE (46,31) 


wi (0) ° 


Wr 


In praktisch vorkommenden Fällen wird man, um eine Erleichterung des 
Rechnungsganges zu erhalten, die besondere Form der Entartung berücksichtigen. 


47. Drehimpuls 


Wie in der klassischen Mechanik werde der Drehimpuls M eines Mässenpunktes 
mit den Koordinaten £,9,3 und den translatorischen Impulsen p;, py, p;z durch 


M=rxp (47,1) 
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definiert, d.h. es ist <=UP:—3Py, | 
M, =3Pr—-FP:, (47,1’) 
M,=EPy—YPe. | 


Aus den kanonischen Vertauschungsregeln folgt 


Rh a. 
[M,, M;,] =— 5; Me, 


[M,, M;] = ai M;; (47,2) 
h 
[M,, M;] ee Si M, . 


Befindet sich nun ein Atom im feldfreien Raum, d.h. sind alle drei Drehimpuls- 
komponenten zeitlich konstant, so ist 


M=0. (47,5) 


Wäre dieses Atom ein nichtentartetes System, so müßte man aus (47,3) schließen, 
daß alle diese Matrizen M,, M,, M, Diagonalmatrizen, also miteinander vertausch- 
bar wären. Dies steht aber in Widerspruch zu (47,3), was bedeutet, daß das Sy- 
stem notwendigerweise entartet ist, d.h. aber die Energiematrix hat einen oder 
mehrere Eigenwerte, die gleich W, sind, und einen oder mehrere, die gleich W, 
sind, usw. (Wn=+ W„ für mn). Sind die Diagonalelemente so angeordnet, daß 
erst alle W, folgen, dann alle W, usw., d.h. nach den stationären Zuständen des 
entarteten Systems geordnet sind, so läßt sich die Energiematrix als Übermatrix 
schreiben mit den Untermatrizen W,, W,... Wenn es gerade g, Eigenwerte von 
W, gibt, so ist g, das statistische Gewicht des Zustandes mit der Energie W,; 
eine äußere Störung kann diesen Zustand in g, Zustände aufspalten..S5 hat also 
folgende Gestalt: 


(47,4) 


Torisesurruureree nun ehe em ae Eee ET Tan EEE IE TE TEE En ET En Ten am Eee rem onen nenn nenne 
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Jede der Matrizen M., M,, M, muß nun die Form (47,4) haben. Führt man nun 
für die Untermatrizen MV, M,, Mr RE ein 


MT — Me, mt PFALZ MN — st, (47,5) 


so lautet also die Aufgabe, alle irrudiziblen hermitischen Matrizensysteme m,, 
My, m; zu bestimmen, die die Eigenschaft haben 


Im., my] =im;, 
[m,, m.] =imz, (47,6) 
[m;., m,] =ım,. 


Mittels der unitären Matrix U läßt sich ım,, my, m, unitär transformieren zu 
\ mMz’ = U Mz N $) my’ = U My u-t 3 m;’ — u Nez u . (47,7) 


Die Willkür der unitären Transformation wird so gewählt, daß m, eine Diagonal- 
matrix mit den Eigenwerten m wird: ' 


m, (rs) = m Or. (47,8) 
Mit u=Me + imy y 
m? = m? +m,?+m} (47,9) 


erhält man die Vertauschungsrelationen 
mu —-um;=u, 
uut—utu=2m,;, (47,10) 
[m2, m;] = [m?, m,] = [m2,m;] =0. | 
Da nun m? proportional der Einheitsmatrix ist, 
m?=o?E, (47, 11) 


so ergibt sich der zu dem betrachteten Bestandteil m gehörige Eigenwert von 
M: zu | 
'h2 


An? 


Mu= w®. (47,12) 
Genau wie beim harmonischen Oszillator bilden die verschiedenen Eigenwerte m 
von m; eine lückenlose arithmetische Reihe mit der Differenz 1. und zwar ist 
stets |m|<=w. 

Betrachten wir wegen der Vielfachheit der Eigenwerte von m, nun m,, my als 
NSS Zn, so ergeben sich folgende Gleichungen: 


= (u) } ut = = (u!r9), (47,13) 

. =(0, wenn r—s#l1l 
47,14 
„r9=0, wenn: r—s#+—l1, “ z 


at + uta=2 (m? + m?) =2 (m? — m) (47,15) 


10 Pupke, Matrizenrechnung 
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oder wegen (47,10) | 
‚wWu=m—m (m. +1 
ä . 3 (47,16) 
vul=m—m, (m, —1) 
oder wegen (47,14) | 


utmm+1) „m+Lm) — (02 —m (m + 1)} Em, 


Ä | (47,17) 
„m+ 1m) u! (m+1,m) —_ {w2 —m (m + 1)} Gm+1) 2 
Nun besitzen alle Eigenwerte m die Vielfachheit 1. Daraus folgt: Bildet man nach 
(47,10) die Spur, so hat die linke Seite wegen der Endlichkeit der Matrizen den 
Wert Null; die Summe aller Eigenwerte m von m, ist aber gleich Null; die arith- 
metische Reihe der m muß symmetrisch zur Null liegen, d.h. es ist 


m=—j, -G+Ds..., d-hi (47,18) 
und j=1,23,3,... oder =, 5; 
Aus (47,17) folgt nun wegen ut u (jj) = 0 
et=jli+l) (@7,19) 
und damit sind nach (47,12) die Eigenwerte von M? bestimmt zu 
Unit ). (47,20) 
Weiterhin ergibt sich aus (47,17) 
um +L,m)’®=jü+)—m(m+]), —j=m<j, 
oder bei geeigneter Wahl der Phasenkonstanten 
u(m+1,m)=VjG+l)—m(m+1) (47,21) 
während u(m’,m)=0, wenn m’ —m=+1. 


Damit ist für jeden Grad g=2j + 1 eine Lösung gegeben. 


Beispiel: 

j=0 m. = (0) 1=(0) 

: f-4 0 0 0 

Bern! en 2 BRr 

I=3 m) 1) #=(} ’) 
-1 00 000 

j=1 m;:=I|0 0 0| B= Y2 0 ol. 
001 0 Y2 0 


Ist das Atom einem richtungsquantelndem äußeren Feld ausgesetzt, das alle 
Entartungen aufhebt und dessen Richtung parallel zur z-Achse verläuft, so 
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bleibt M,—0 und M, wird Diagonalmatrix. Die Eigenwerte sind gleich m, 
wobei die „magnetische Quantenzahl“ m entweder ganzzahlig oder halbzahlig ist. 


Dem Elektron muß noch außer den Koordinaten und Impulsen ein zusätzliches 
Eigenmoment zugeschrieben werden (,,Spinmoment‘“). Der Gesamtdrehimpuls 
ist daher | 


M=rxp+ u 5, (47,22) 
die $;, $y, 5; sind dabei drei Matrizen, die mit allen %£,9,3, Px,Py,P;, vertauschbar 
sind. Sie erfüllen die Relationen 

| | [$S2,5y] =18:, 
[Sy , $2] =? , (47 ‚23) 
[S2,$2] = $y . 


Da s, nur die Eigenwerte +} besitzt, wird 


Se +5 +s2=4E. ‚(47,24) 


48. Starer-Effekt 


Wirkt auf ein Elektron, das sich in einem Atom befindet, ein homogenes elek- 
trisches Kels so lautet die Hamıwron-Funktion des Elektrons im Feld 


H=H®—e|€]z, (48,1) 


wenn.H(® die Hamırron-Funktion ohne Feld bedeutet und wenn die z-Achse in 
Richtung des elektrischen Feldes € gelegt wird. Die Rechnung wird nun durch- 
geführt nach den in den Ziffern 45 u. 46 angegebenen Verfahren. Wir setzen nun 


A=—elE|, H®=3. (48,2) 


a) Der quadratische Starck-Effekt 


Zunächst werde der Starcx-Effekt an den Termen untersucht, bei denen der 
Elektronenspin keine Rolle spielt. Dazu gehören die Singuletterme und solche 
mit geringer Multiplettaufspaltung. Die Matrix der ungestörten Eigenwerte ist 
die Matrix W(® Gleichung (46,1). Die Matrix U) = 3" kann man auf folgende 
Weise gewinnen: Seien die X normierte Funktionen einer Radialkoordinate r 
(d.h. den Eigenwerten zugeordnete Eigenfunktionen), dann können Größen ri 
. definiert werden: 


Tk=Ti = [x: X% rBdr. (48,3) 
d | 


Aus ihnen kann nun eine Koordinatenmatrix 


r=ir+jy-+13 (48,4) 


10* 
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konstruiert werden, die z.B. für das Leuchtelektron eines Alkaliatoms folgende 


Gestalt hat (siehe Anmerkung l) 


An, 

nn 
oo 
= 
et r 


- vn 
IS) 2 j E Tas 
o elle So ololo oo |o|o 
| We E 
Alıo ale Ss 
o Si ei eI= SS... be | 
er | 1 | 
R ln ey > Sl SS Ra 
aelo Io | o 8IS|o |Slelsle) ale 
_, | et _ ._ 
A Se alla | N Sl 
alelo lo |o las) s [Alle Sl 
.— Ye ’ PEN 


0 die Matrix 3(0 abgeleitet werden: 


Aus ihr kann für x 


nn, 
S 
[e 0) 
any 
ei 


| mn mn | ln nn nn ln on 
—— 


— es | zysssjijjjz | mm | [mm nn | 
e —n | se nn 


| — m [Sm — — n nn 
m | mn nn 


ja [mm [zz m nn nn ln nn 
| nn 
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Nun bestehen die Gleichungen nach (46,4) HU) — HD I HUN, 
nach (46,6) SOMU — HI) SO, 
nach (46,16) m WO +AWO Aw?) + 2m, 
Man erkennt, daß jetzt | 
Han -0, WV-0, So _ CE, wi) HUN) 70), mW=0 (48,7) 
wird, d.h. in der ersten Näherung hat das elektrische Feld keine Wirkung auf 
die Terme. | 
In der zweiten Näherung untersuchen wir zunächst die nichtentarteten S-Terme. 
Wegen (46,30) wird, wenn sich der Index z auf einen S-Term bezieht Sn =1, 
A — 0), also 


zZ 
go mn 
UN wo w® 
und nach (46,31) 
(0) (0) 
w®- 20, Zur Z, 
Aa we _ wo 


Nun verschwinden die ZÜ} nur dann nicht, wie sich aus (48, 6) ergibt, wenn r zu 
einem P-Term gehört. Damit folgt 


(2) _ rap 
ww=7z Pe wO_w®' (18,8) 


Die Summe ist dabei über alle P-Terme zu erstrecken. Die S-Terme werden also 
im elektrischen Feld verschoben und die Verschiebung ist 


2 
AWP ven (48,9) 


d.h. sie ist proportional dem Quadrat der Feldstärke und Ken 
Die gesamte Ausstrahlung einer PS-Linie ist nun 


SS tar. (48,10) 


Die rsp können also gemessen werden und damit ist die Term-Verschiebung 
‚bestimmt. 

Die Brei des Starox-Effektes der P- und D-Terme könnte durch Spezia- 
lisierung der obigen Formeln geschehen. Einfacher ist es aber, Untermatrizen 
‚zu Hilfe zu nehmen. 


Z.B. ist die Untermatrix 38 in nach (48,6) 


N = er 0 ), (48,11) 
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und Zrop.3D. 


Tr oo 
Fgp,3D. 
SD = 0.700 (48,12), 
0 0 rap, 3D 0 


In der Diagonale sind die Untermatrizen Nullmatrizen. Damit läßt sich die 
Matrix 3(® (48,6) mit entsprechenden Untermatrizen folgendermaßen schreiben: 


| ıs | 28 | 2? | 38 | 3P_|. 3D | «48 

ZEN KECHESCHENE 

25 | 0 | 0 | 0 | | 0 | 0 

73 2 17 9Oa ET PO Bar Bu ET Fu BEE PET Ren u 
soo (48,13) 
|| | | 

| »D| 0 j 0 BED | un Er | 0 0. 

.s| 0 Ä 0 er | 0 KR | 


| | | 


Um diese Matrix auf die Diagonalform zu bringen, führt man eine Transformation 
mit der unitären Matrix aus: 


S=-SM-e|E|EW+2ECS®, (48,14) 


Es sei D die Diagonalmatrix, dann muß gelten: 


(SO —e|E| SV’ +EES2) (MO + e2E2D) (48,15) 
= (WO—e | & | 3(0)) (SO _—e | & | SD» — e?&2 Sa) . 3 


Formal läßt sich hierdurch die Entartung beseitigen, da D eine Diagonalmatrix 
ist, deren Untermatrizen selbst nicht Diagonalmatrizen zu sein brauchen. 
Die nullte Näherung liefert | 
S"=EC. (48,16) 
Die erste Näherung | 


Su __ Im __ (48,17) 
_ ww’ 


die zweite Näherung 


SOMWO + D=- WOCEY LZUOCY, (48,18) 
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und daher ergibt sich für die Untermatrizen Dan 


(0) _(0) 


(0) Ve mr dpn 


(48,19) 
Ordnet man nun, um den Starcx-Effekt des P-Terms berechnen zu können, n dem 
Term n P zu, so verschwinden die 3,, nur dann nicht, wenn r zu einem S-Term 
oder P-Term gehört. Wegen (48,11) und (48,12) wird dann 


1 
| 3%0090 
ae Es np = PRB,r8 =|0 0 0 (48,20) 
und 000 
4 
ee 
Ip, Dadmp—=tarın : |0O 5 . (48,21) 
0 5 


Damit ist Dan selbst eine Diagonalmatrix geworden mit den Diagonalelementen 


r: r2 

1 "ap, TS "np rD 
a + a = 
3 = w2_ „9 =. wN” Re w® 11? 

r £ 
1 nP,rD er 
3 I m — dig, (48,22) 
5 0 0 22 

wow 

1 TnP,rD 
= 2 ws — wo —dg 


Es spaltet also ein P-Term im elektrischen Feld in zwei Terme auf, einen ein- 
fachen und einen doppelten. Die Verschiebung des einfachen Terms bei Anwesen- 
heit eines Feldes ist daher 

AWr=ek?d,, (48,23) 


Die Berechnung des Srarck-Effektes der D-Terme geschieht auf die lade 


Weise und liefert das Ergebnis: 
Im elektrischen Feld erhält man aus einem D-Term einen einfachen, der. um 


und die des doppelten 


y2 y2 
AW) = 22 wo tie wn! (48,25) 


und je einen doppelten, der um 


r r 
en " 1.2, TE TnD,rP 
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Ä PaDer e 
und AW»= el? 2 wo _w® 0320 
verschoben ist. 


Schematisch ergibt sich also folgendes Bild für den quadratischen STARCK- 
Effekt | = | 


N P D 
ohne Feld {| e I er 
mitfeld| | | >» I 

/ | Abb. 13 . 

Für die Koordinatenmatrix ergibt sich beim quadratischen Effekt in erster 
Näherung u ” 
r= E10 S= (SM —e| EIS" x (SM —e|E| SM). (48,28) 
Bei Vernachlässigung quadratischer Glieder folgt dann 


= 10) —_e|E| (SOtr® + 10 SW); (48,29) 
hiervon ist die mn-te Untermatrix 
Im Im—e|E|2 (in + m Ei). (48,30) 


Entsprechend (45,14) ist nun Sa! __C und daher 


OL ,| ( SS 
Im = Im —elE u (48,31 
A mn mn | 7 wo = wo» j wo _ wo ( ) 
un | 
(0) | Ir dr 
In=Imn —eE — 4  ——__—], 48,32 
nn nn | | 2 | w(® _ wo wi _ wo ( ) 
Nun folgt aber aus (48,5) 
im 0. (48,33) 


Damit wird aus (48,32) 
“ ae 48,3% 


h) 
im=r-e|E|3 wÖ_w® 


Hieraus ergibt sich speziell für die Komponente von r 
(0) „(0) 


Ins den 


zu =——2e|E| 2 (48,35) 


f) DE 
- WO _w® 


d.h. das Feld ruft im Atom ein Dipolmoment in der Feldrichtung hervor von der 
Größe 
j Pan = — ein > De? E Dan . (48,36) 
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b) Der lineare Starcr-Eflekt. 


Als einfachster Fall sei der Wasserstoff betrachtet, bei dem die $-, P-, D-,.. 
Terme gleicher Hauptquantenzahl zusammenfallen. Diese Entartung muß nun 
berücksichtigt werden. Aus (48,13) ersieht man, daß nicht mehr HD = 0 ist. 
Vielmehr erhält man aus (48,6) gerade die zur Hauptquantenzahl 3 gehörige Stufe 
von $(2), wenn statt 8 und D überall 38, 3P, 3D gesetzt wird. 

Es wird nun $D auf Hauptachsen transformiert, wobei die Transformation 
für jede der Stufen einer Hauptquantenzahl einzeln ausgeführt werden kann. 
Für die n-te Stufe ergibt sich 


| SRO-HUIEN, (48,37) 
Speziell ist fürn =1: 
Hd =0= 3,0 L : (48,38) 


d.h. der Grundterm zeigt den quadratischen Effekt. 
Für n = 2 ergibt sich 


s 

-wu a og 0 
* 73 

Br _ wa 0 0 


y3 —0. (48,39) 
0 -wo 0 


oO 


Die Wurzeln der Säkulargleichung sind 


w®=0,0,+ er h (48,40) 


d.h. im elektrischen Feld spalten die zweiquantigen Terme in einen unverscho- 
'benen Doppelterm und in zwei zum unverschobenen symmetrisch liegende ein- 
fache Terme auf. 


‚Die Termverschiebung beträgt also 


e|& | r2g,2P 


AW=+ 5 (48,41) 
Die Matrix 
o 220 0 
y3 
san _ — 009 (48,42) 
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wird durch die Matrix 


SO 
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1 
u OD 
y2 
1 
— 0 
Y2 
0 1 
00 


0 


1/ 


auf.Hauptachsen transformiert. Die Koordinatenmatrix 


r = SOLO) SO 


ergibt 


d.h. es entstehen zwei einfache Terme mit dem Dipolmoment 


und ein Doppelterm ohne Dipolmoment. — Mit n=3 ergibt sich 


| 1 
-w$ ) 


| fgg,3P 


173 
Io 


0 


T3g9,3P 
> 0 
73 
wP 0 
0 -wP 
0) 0 
2fgp,3D 
5 
T3p,3D 
0 > 
Y5 
0 0 
(N) (N) 
fi 0 


ii 
0 ty? ij il 
i io o] We 
t 1 0 0 | 
1000 
-0 1 0 09| fas,2P 
ooool%’ 
00060 


0 0 0 
2r 
wo 
0 0 
-W’ 0 0 
0 -WP 0 
0 0 -#P 
) 0 0 
0 0 N) 


O 


0 


0 


—=0. 


(48,43) 


(48,44) 


(48,45) 


(48,46) 


(48,47) 


(48,48) 
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Die Säkulargleichung liefert die Wurzeln 


| Tr T Bf? ir a7 Tree eier Fazer Verse 
WP=0,0,0, 472°, 499, turn tgrisor, (48,49) 
d.h. im elektrischen Feld findet eine Aufspaltung in einen unverschobenen drei- 
fachen Term, je zwei zu ihm symmetrisch liegende Doppelterme und zwei einfache 
Terme statt, und sie ist proportional der Feldstärke. 

Das Aufspaltungsbild sieht also folgendermaßen aus: 


ohne Feld 


mit Feld 


Abb. 14 
c) Der Übergang vom quadratischen in den linearen Starck-Effekt 


Es werde ein Atom betrachtet, bei dem S-, P-, D-, ...-Terme gleicher Haupt- 
quantenzahl voneinander verschieden sind; die Aufspaltung sei klein, so daß sie 
als Störung (als Abweichung des Atomrumpffeldes vom Covıomgschen Gesetz) 
betrachtet werden kann, und werde gleichzeitig als Störung durch das elektrische 
Feld betrachtet. Ist die Matrix der ungestörten Terme 


DR) — 0) mw, (48,50) 


wobei die Elemente von W(0% dieselben für S-, P-, D-,....-Terme sind und so in 
der Diagonale gerade die Unterschiede der Terme enthält, so werde w mit 
—e|E|H® zur ersten Näherung genommen. Es ergibt sich dann für n=2 
statt (48,39) 


Wog () T2s,2P 
- W5 0 0 
e|E| Erz 
Tog,2p _ wid | 
v3 m. 0 u (48,51) 
0 0 -w® 0 
0 0 0 -W#Y) 


‘Die Wurzeln sind 


2 5, 8 22,2 
—Wgg u. y wet zergop 


Mg 3e]€] a 


Ist was >Ie &2 r2s, ap, so geht (48,52) näherungsweise in den quadratischen 


Staror-Effekt über. Ist aber was <je C r28, 2P; so erhält man den linearen. 
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Starcz-Effekt. Wird aber die durch das Feld bedingte Termverschiebung so groß, 

daß die Größenordnung der schon vorher bestandenen Aufspaltung zwischen 
S-, P-,D-, ... Termen erreicht, so findet ein allmählicher Übergang in den linearen 
Srarcr-Eifekt statt. Sind die Verschiebungen durch das Feld groß gegenüber 
ursprünglichen Termdifferenzen, so ist der: Übergang ‚beendet. Höhere Terme 
zeigen daher den linearen Starcx-Effekt schon bei mäßigen Feldern. 


Voraussetzung für die obigen Betrachtungen war, daß Singuletterme oder Terme 
mit geringer Multiplettaufspaltung vorlagen. Größere Multiplettaufspaltung be- 
dingt weitere Komplikationen, die hier nicht betrachtet werden sollen. 


49. Der Zerman-Effekt 


DieLinien der Serienspektren sind auch magnetisch beeinflußbar (Zuzman 1896). 
Statt einer Singulett-Linie erscheinen bei longitudinaler Beobachtung, d.h. wenn 
der Strahl in Richtung der magnetischen Kraftlinien verläuft, zwei Linien 
(Zeeman-Dublett, Längseffekt), bei transversaler Beobachtung, d.h. wenn der 
Strahl senkrecht zu den magnetischen Kraftlinien geht, drei Linien (Zeeman- 
Triplett; Quereffekt); von: diesen drei Linien liegt eine am Ort der ursprünglich 
unzerlegten Linie, die beiden anderen sind um das gleiche Stück nach größeren 
und kleineren Frequenzen verschoben und befinden sich am gleichen Ort des 
Spektrums, wie die beiden Linien des Dubletts im Längseffekt. Die Verschiebung 
beträgt 


Av=- es [sec], H[Gauss], #=Masse. (49,1) 


‚Sämtliche Linien sind polarisiert. Im Längseffekt tritt Zirkularpolarisation auf, 
und zwar in. den beiden Linien des Dubletts solche von entgegengesetzem Sinn. 
Allgemein erweist sich in der kurzwelligeren Komponente der Sinn der Zirkular- 
polarisation gleichgerichtet mit dem positiven Strom, der in der Wicklung des‘ 
Elektromagneten das Magnetfeld erzeugt. Im Triplett liegt bei der unverschobenen. 
Linie die elektrische Schwingungsrichtung parallel (z) zu den Kraftlinien, dagegen 
bei den beiden verschobenen Linien senkrecht (co) (normaler Zuzman-Effekt). 


Ein anderes Verhalten zeigen Multiplett-Linien und auch Wasserstoff (anormaler 
Zeeman-Effekt), verursacht durch den Spin der Elektronen. Bei schwachen Feldern 
kann sich der Zeeman-Typus jeder Linie eines Multipletts ungestört von dem 
ZeEEmaAn-Typus der Nachbarlinien ausbilden: Bei wächsenden Feldern würden sich 
die Zerlegungsbilder durchdringen. Noch ehe es dazu. kommt, findet eine gegen- 
seitige Beeinflußung der Zeeman-Typen statt. Bei starken Feldern (magnetische 
Aufspaltung Av groß gegen die ursprünglichen Schwingungsdifferenzen im Multi- 
plett) verhält sich schließlich angenähert jedes Liniengebilde wie eine Einfachlinie 
und zeigt den normalen Zezman-Effekt (Pascnen-Baor-Effekt). 

Im folgenden soll die elementare Theorie des Zezman-Effektes und die damit 


'zusammenhängenden magnetischen Erscheinungen als Beispiel der Störungs- 
rechnung behandelt werden. 


49. Der ZEEMAN-Effekt 157 
Das Magnetfeld $ wurde aus dem VektorpotentialX abgeleitet nach der Formel 


: H=rot, (49,2) 
wobei WU die Bedingung | 
| :divY=0 (49,3) 
erfüllt. | 

Es werde nun ein allgemeines Atommodell angenommen, nämlich mit einem 
ruhenden Kern und beliebig vielen umlaufenden Elektronen. Die Energie des 
ungestörten Systems (ohne Magnetfeld) sei als Funktion gewisser Wirkungs- 
variablen J,,J,, ... gegeben durch 


Wi.) 


Ist nun ein homogenes Magnetfeld gegeben, so ist die potentielle Energie des 
Systems invariant gegen eine Drehung um die Richtung des Feldes. Das Azimut 
eines beliebigen Punktes des Systems ist zyklische Variable und der zugehörige 
konjugierte Impuls ist der Drehimpuls des Systems um die Feldrichtung. 


Im Magnetfeld 5 wirkt nun auf ein Elektron die Lorentz-Kraft: 
= — (0x9). (49,4) 
Da nun die Kräfte, die auf die Punkte des Systems wirken, von den Geschwindig- 
keiten abhängen (der Bestandteil sei R*), so bestimmt man eine Funktion M,sodaß 


BON OH gr (49,5) 
di 0% 0% 


wird und setzt im Hanmizrox schen Variationsprinzip 


f L.dt = Extremum (49,6) 
171 . 
L=T*_U-M (49,7) 
wobei | | 
T 9\% er 
True | 1 2) | (49,8) 


Dann lauten nämlich die Lasrıngzschen Gleichungen 


doT= oU_o0M oM_ e 
te a en) 
d.h. das Variationsprinzip ist mit den Nzwronschen Bewegungsgleichungen 
ZH = 0 (9,10) 


gleichbedeutend. Die geforderte Funktion hat die Eigenschaft 


- mM My ld); (49,11) 
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denn es ist e 

Sue Sl) ei; 

dt 0% dx dt 8% 
2 [p(_e) (2% 
6 0x 0% =) Z m 
= OXDE RT. | 

_ Die Lasranezsche Funktion ist 
L=-T-U- O2 Wa+U,y+ Yo), (49,12) 


wobei die. Summe über alle Elektronen zu erstrecken. ist. Hieraus lassen sich die 
Impulse berechnen. Für ein Elektron werden sie 


ee, 

0% | 

oL .  * en |. 
By & (49,13) 
a LI 

02 


Die Hıuıwronsche Funktion wird dann 
 H=3(p+ yp, +2p.)—L 
- ER PHMDAU-THU. (49,14) - 


In der Energie tritt kein dem magnetischen Feld entsprechendes Zusatzglied auf, 
da die magnetischen Kräfte keine Arbeit leisten; die Kraft — — [p x 5] steht ja 


immer auf» senkrecht. Werden die sanliwindiekettaköinnonenten in H durch 
die Impulse ausgedrückt, so erhält man 


1 | ' 2 
H=> BL Be. =, Uepe + Uypı + Up) 455 AH + U 
o+ > 5 (, 2% Ur wer u 3— Ur 2), (49,15) 


rohe B 25, e+U 
k 


die Energie des ungestörten Systems ist und X; den Wert des Vektors W an der 
Stelle des %-ten Teilchens bedeutet. 

Übernimmt man diesen Ausdruck in die Quantenmechanik, so müssen die Ko- 
ordinaten x, Yr, 2# (Vektor tz) und Impulse P%z, Pry, Prz (Vektor pr) den kanoni- 
schen Vertauschungsregeln genügen. Das skalare Produkt p; W; ist unabhängig 
von der Reihenfolge der Faktoren; denn es ist 


Nez 


Pix Ur — Ürz Prr=H 3% 
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also wegen (49,3) | 
Pr Ur — U pr = r din u =0. (49,16) 


Die kanonischen Bewegungsgleichungen liefern 


... "oH 1 e 
==, Pet, Nam: 


d.h. entsprechend (49,13) 
A 
A = Pr —— Ur; 


ferner 
° a, U e a Mg: 
Due =— 5 — (de 5 Ta ar is 
so folgt | 
dr = — grad U+ 2 (1. X Hr). (49,17) 
Das magnetische Moment ist nun definiert durch 
m=— 35 (X). (49,18) 
k 
Wird das magnetische Impulsmoment 
M— > (EX Pr) (49,19) 
eingeführt, so folgt 
i 2 
m=—,M4 ar uxU). (49,20) 


Es werde nun speziell ein 'homogenes Magnetfeld untersucht, das parallel zur 
z-Achse laufe und die Stärke |S | habe. 
Dann ist (49, 2) erfüllt für 


Yr=—3y|H|, rt |H|, Ur-0. (49,21) 
Wird weiterhin das Bonrsche Magneton eingeführt: 
M,= re 32 = 921x102: Gauss. m, (49,22) 
so wird 
H= H,+M,- 7m |5| 4,508 (49,23) 
wobei | 
M; = 2 (28 Pay — Ye Piz) » (49,24) 


die dem Felde parallele Komponente des Drehimpulses, und 
O= 2 e? (25° + Yr?) (49,25) 


das elektrische Trägheitsmoment um die Feldrichtung ist. Daher wird das 
magnetische Moment nach (49,20) und (49,21) 
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e m e? L i 
€ e? 
my = re merT: x yr|H| f- (49,26) 


e ; 1 
1,= 5,9 7,20 191 
Man hat bei der Anwendung der Störungsrechnung auf die Energiefunktion 
(49,23) zu beachten, daß M, ein Integral der ungestörten Bewegung ist. Man 
wird also 


HO=-H,+M,—M.|$| (49,27) 
als Energie der ungestörten Bewegung ansehen und setzen 
HV—0 
’ 8 
H® — Inc: 9. (49,28) 


Bringt man H® auf die Diagonalform, so erhält man 
BO = WO (n,j,m) = W(n,j) + Mm |$|, (49,29) 


wo j die innere Quantenzahl, m die magnetische Quantenzahl und n eine Zusam- 
menfassung aller übrigen Quantenzahlen ist. 

Bei Annahme eines punktförmigen Elektrons, also ganzzahligem m, kommt 
also bei schwachen Feldern stets der normale Zexman-Effekt heraus, im Wider- 
spruch zur Erfahrung. 

Wird vorausgesetzt, daß keine Entartung des Systems mehr im Magnetfeld 
vorliegt, so wird nach der Störungsrechnung 


W® (n,j,m) = H® (m,m) - 3) ga, (49,30) 
wobei ® (n,j, m) das Diagonalelement der Matrix (49,25) ist. In zweiter Näherung 
erhöht also das Magnetfeld die Energie aller Terme. Das bedeutet, daß Arbeit 
aufgewendet werden muß, wenn ein Atom in ein Magnetfeld gebracht wird. Dieser 
Effekt zweiter N äherung ist für den Diamagnetismus verantwortlich zu machen. 
Auch die $-Terme, die in erster Näherung auf ein Magnetfeld nicht reagieren, 
zeigen Diamagnetismus. 

Es sollen nun die zeitlichen Mittelwerte (Diagonalelemente) der Komponenten - 
des magnetischen Momentes (49,26) berechnet werden. Es sind die Diagonal- 
elemente von M, und M, gleich Null. Dasselbe gilt auch von den Diagonal- 
elementen der Größen 3 xx 2x, 2 Yk 2x, da auch das gestörte System um die z-Achse 


frei beweglich ist. Also ersche aden die Zeitmittelwerte von m; und m,, wie es. 
auch der Symmetrie des Vorganges entspricht. Das Diagonalelement von m, sei. 
M (n,j, m). Wegen (49,22) wird es. 


M (nj,m) = Mom 191. (49,31) 
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Und, wegen (49,29) und (49,30) wird 
OW (n,j,m) 
8195| 


Das mittlere magnetische Moment je Atom ist, wenn im Gas die BoLTzmann- 
Statistik gilt, 


M (n,j,m) =— (49,32) 


Re W (n,j,m) 
= M(nj,m)e + | 
M= 2m en (49,33) 
>> Fig m 
Gemäß (49,31) kann man M in zwei Anteile zerlegen: 
M=M,+Ma, (49,34) 
wobei 
_W- MH |S|m 
M,-M,2" on (49,35) 
Se = kT 
und m 
M:=X,|$|, X __1 ze (49,36) 
Na=Xa Aa nn m ? 
ze + 


ist. M, ist das paramagnetische, My das diamagnetische Moment. Im folgenden 
seien noch einige Bemerkungen zum Para-.und Dia-Magnetismus gemacht. 


a) Paramagnetismus 


Setzt man 
, 9 eßf,_e-Pi+D  M,|$| 
(6) = Am — —I I, _ 49,37 
. —. 1-—e? p kT 
= 3 men Ans 
M(j) = Mr —-M, "u 
® 
a (49,38) 
_ netter 1 
Ho) PT _e-RO+D FT 3 
so folgt Won 
_Zu@8We 
In 
— _Wmd) 
i z8e 
J);% 
Besitzt 5 den niedrigsten Wert j,, so wird näherungsweise 
M,=M(j,). (49,39) 


N 


11 Pupke, Matrizenrechnung 
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Ist 5 groß, so daß j +1 durch j ersetzt werden kann, so gilt näherungsweise 


Mi)» M(j&Bi-—); (49,40) 


ist zugleich ß klein, so erhält man 


Mi)» Mjlttoßi-,;), (49,41) 
die bekannte Formel von Lanxcevin. 
M (j) strebt mit wachsendem 9, d.h. ß— oo dem Wert zu 


M(i)o—>MvJ- (49,42) 


Im Sättigungszustand verhält sich also das magnetische Moment so, als ob 
j-Bou®sche Magnetonen M, pro Atom gleichgerichtet wären. 
Für kleine Felstärken, 8 — 0 hat man angenähert 


M0)=-X%0)|$| (49,43) 
mit der paramagnetischen Anfangssuszeptibilität 
„_Mriütn _ Mio, it 
KH)=-T7F 3 Fir. ne (49,44) 
Dies ist das Curie sche Gesetz: 
Xp = nr ’ (49,45) 
wobei die Curizsche Konstante den Wert 
0 a z = Ir (49,46) 


hat. 
Für große j geht dieser Ausdruck in den der klassischen Theorie über. 


b) Diamagnetismus 


Fehlt bei einem Körper der Paramagnetismus, d.h. ist der Wert der inneren 
Quäntenzahl im Normalzustand 5, = 0, so tritt der Diamagnetismus rein zutage. 
Nach (49, 36) ist die diamagnetische Suszeptibilität 


_ Fon) 
ZXı (n,j)e +7 
X Tr (49,47) 


S(@jtl)e #7 
n,j 
wobei 


Za(n,j) = >= Omi). (49,48) 


1 
BETTER 


Im allgemeinen ist X; sehr wenig von der Temperatur abhängig, da der Energie- 
wert im Normalzustand W,(0,0) tiefer liegt als für einen anderen Zustand. 
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Xa (0,0) stellt dann direkt die diamagnetische Suszeptibilität dar. Bei Ausnahmen 
wird man n = 0 setzen, aber verschiedene j-Werte berücksichtigen. Dann hat man 


_ Wei) 
3 Xı0)e ee 
Ku = (49,49) 
alle en 
mit . 1 
UNS ne, = he (0,5, m) . (49,50) 


Nun ist © (0,j, m) das Diagonalglied der Matrix ©, so ir 


B> 9(0,5,m)=0%. (49,51) 


1 m=—j 
Nach (49,25) ist aber 
Oz: = zer ly +22), 2.:; Ou= Ley, ..., 


andererseits ist 


50% =48, (0% +0 +0") 


38,2 (4 +) (49,52) 
ü =23&6%, (2 we 
Daher wird (49,50) 
Be u 8 (z Yı % », (49,53) 


Wenn man annimmt, daß im Grundzustand j—=0 die Größe (2 we » von der 
FE | 


Ordnung des Quadrats der atomaren Dimension 10-? cm ist, so ergibt sich für 
die Suszeptibilität je Mol die Größenordnung 10°, die mit experimentellen Wer- 
ten übereinstimmt. 
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Eine monochromatische Lichtwelle treffe auf ein System; die Rückwirkung 
des getroffenen Systems auf das Licht (erzwungene Ausstrahlung) werde ver- 
nachlässigt. Das elektrische Feld der Welle sei mit reellen Amplituden und Phasen 
durch 

CE = fr C0S (2rvt + ®z) 


EC, = ay cos (2rvt +p,) | (50,1) 
E, = a.cos (2rvt +9.) 


dargestellt; bei Benutzung komplexer Amplituden 


GO=a,er, EM-a,ew, E09 =a,e% (50,2) 


11° 
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kann man auch schreiben 
eG = 3 (EM ezrive + (%(0) * erdniet), (50, 3) 


Das elektrische Moment des Systems sei durch die hermitische Matrix P gegeben, 
dann ist die Energiefunktion 


H=H®%(p,gQ+AH (p, gt), (50,4) 
wobei AH’ die Störungseneigie ist und es wird 
H’ = —- PEe=-— 1 (B &(0) ezrive ı PEN* e2=ivt) e (50,5) 


Ist nun -eine rechtwinklige Koordinate einesTeilchens des Systems und entwickelt 
man sie nach A ’ | 
&r (n, m) = 2 (n, m) e2"i’nmt 4 7x, (n, m)-+. (50,6) 


so läßt sich die Störung der Koasndinstehmatrie folgendermaßen berechnen. Als 
"Grundlage gilt die Störungstheorie nicht abgeschlossener Systeme. Ein solches 
Problem läßt sich mit den in Ziffer 45 und 46 behandelten Methoden lösen, wenn 
sich der Vorgang auffassen läßt als zeitabhängige Störung eines abgeschlossenen 
Systems. Man wird nun in (50,4) zunächst solche Koordinaten 2°, 9° einführen, 
daß H0 eine Diagonalmatrix W(N) wird: 


H=W9 + AH’ (99, 99,1). (50,7) 
"Die Transformation wird durch die von i abhängige unitäre Matrix © erreicht: 
= -1 0 
e=S'45 (50,8) 
- pr = S-! Dr =) 9 


g«° und px" werden ‚als zeitlich | konstant vorausgesetzt, dann ergibt sich durch 
Differentiation, wobei (S')=— ©1661 ist: 
= —S166- gu? a2 4 5C-1)65 
= —x61[56-, 4] 6, 
m = — S-1(& 51m — 5 C-1)65 
= —-x61[586-1, 9] 6, 


(50,9) 


wobei x = un und [ ] das Poısson sche Klammersymbol ist [vgl. Gleichung (4,9)]. 


Nun ist wegen (50,8) | 
oH (p, g; 2) ei u oH (2°, q°, I, ©, 


m (50,10) 
Ogr. rg 
Werden (50,9) und (50,10) in die Bewegungsgleichungen 
. ee SE: EM 
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eingesesetzt, so ergibt sich 


— + [55,4] = [H (p°, 9,1), °], 


j j (50,12) 
—H [© Oo; 2x] == [7 (2°, q°, £) ’ 2x] 
oder | 
[H (p°, g°, 2) + AO Ss, g«°] Ze 0 
[H (p°, g, i) +% S So, px#°] Ze Ö r (50,13). 
Diese Gleichungen sind erfüllt, wenn 
Nr SS — 
oder ZEN S#S2 u 
Hp,g,)S+x6©6 =0 (50,14) 


ist. Nun ist H zeitabhängig. Da es keine Vorschrift gibt, &(t) näher festzulegen, 
wird angenommen, daß die Störung zur Zeit i, beginnt, daß also in (50,4) 
H’ (9,9, h) =0 für i=t,. Dann ist für i=t, die Lösung durch die Forderung 
H (p,g) = WO (Diagonalmatrix) festgelegt. Es ist für i=t, 


_.20 | 
“ ei)" (50,15) 
Macht man für beliebige t den Ansatz 
_a0 
Sy=e. * -X), (50,16) 


wobei Bf) ebenfalls unitär und ®(t,) die Einheitsmatrix ist, dann ist 


PO 2 BE 
und daher (50,14) wegen (50,7) 
20, 20, 
AHe * Btxe * B=0. (50,17) 


(0) , 
Wird vorn mite * multipliziert und gesetzt 


mt), BO, RN | 
K=e* Eure ! —_ (Hame ne ne), (50,18) 


so entsteht 


ÜHARB=0. (50,19) 
Wird nun als Lösung von (50,19) eine Potenzreihe nach A angesetzt, 


B- BO LABDLRLBOVL:. ., (50,20) 
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so ergeben sich durch Koeffizientenvergleich die Näherungsgleichungen 


BO 
x BU) = — KBO (50,21) 
«BO —_RKBV 


Wegen B(i,) = € folgen aus (50,20) die Anfangsbedingungen 
BIYL)=E,QVDOlt)=0. (50,22) 
Als Lösung von (50,21) unter Berücksichtigung von (50,22) ergibt sich nun 


t 
BE, Bü) -—— [ KRBE-D, (50,23) 
Io 


d.h. eine Rekursionsformel, aus der BO, B@), ... berechnet werden kann. Es soll 
nun eine rein periodische Störung: betrachtet werden; sie werde als Grenzfall einer 


langsam anklingenden Störung angesehen, die für {, =—» verschwindet. Es 
werde nun gesetzt: 
H’ — (U (pP, g®) ezrivt En At (p°, g®) e” zuve) . errot, (50,24) 


wobei » reell und o > 0; dann. ist H’ für eine willkürliche Matrix X hermitisch. 
"Nach (50,18) wird 


RK, Anm erite +) —iolt - Alam er N-ielt E (50,25) 


Aus (50,23) folgt nun mit , = — © 


0 f er, (0 Ä 
a) ER | Anm 2m ni .A En A (50,26) 
| klein +) —io] ke) —r)—io] 


Für o>0 und nicht zu große it wird dann 


.,,(0) 0 
a) en Anm U. am N (50,27) 
ho) +») kw) —») 


Nun kann die Lösung einer Koordinatenmatrix q berechnet werden. Nach 
(50,16) ist | 


ga=-S1MS- BIN, (50,28) 
FORD. HARREIR 
wobei DO-e* Me (Were) (50,29) 


Wird für q die Entwicklung angesetzt 
g=DO LigDL..., (50,30) 
so erhält man 
gm ei, (a v. ezrivnkt _ re qn e2=irkmt) (50,31) 
k 
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oder wegen Ynk + Ykm = Ynm und (50, 27) 


(0) (0) (0) (0) 


f 
A) _ „2rklenmtr)t nk Ikm_ __ Ink Arm \ Zr (dnm—r)t a . (50,32 
u er lumtt 2, Se Arsen) = hun) Altnm?) 


Nunmehr kann die in (50,6) betrachtete Störung der Koordinatenmatrix an- 
gegeben werden. Es wird 


(0 ‚(0) (0) DIL (1) BuapSE (ı) Fan () BR 
(m, m) — Re 25) 


h(vem+-P) h . (50,33) 
E> ZerlemN ze ni me N a een) 
‘und daher die Störung des elektrischen Moments 
Per = Pinm amt Pam + (50,34) 


in erster Näherung 


PO (n,m m) = Leoriemtn 3, Fe dB Em) aren ren) 


h (Ykm+r) h (Inst?) (50,35) 
Pr erimn: 3, ( (rk) (BO (km) EO*) _ BIENEN) e 
2 h (vem—?) A (vnk—v) 


Diese Formeln enthalten die Grundlage für die Dispersion des Lichtes. 
HEi1senBErg vertritt den Standpunkt, daß das elektrische Moment ® die von Sy- 
stemen emittierte Strahlung bestimmt. Das einfallende Licht erzeugt ein Zusatz- 
moment (50,35), dessen Matrixelemente Frequenz und Intensität des „gestreuten“ 
Lichtes bestimmen. Es wird nun die klassische Erklärung der Farbenzerstreuung 
in die Quantenmechanik übernommen, nach der. die Streuwellen der einzelnen 
Atome sich durch Interferenz miteinander und mit der einfallenden ebenen Welle 
so beeinflussen, daß eine Welle mit anderer Wellenlänge. im Körper zu laufen 
scheint. 

Zunächst werde noch der Grenzfall hoher Lichtfrequenzen » untersucht, d.h. es 
sei » groß gegen alle Eigenfrequenzen v„m des Systems, die mechanische Bindung 
der Teilchen also relativ schwach gegen die Lichteinwirkung. Die Behauptung ist 
dann, daß die Teilchen so schwingen, als wären sie frei und gehorchten den Ge- 
setzen der klassischen Theorie. | 


Wenn man nämlich die Summen in (50,33) nach Potenzen von Ynm/ entwickelt, 
so erhält man 


g2rirnmt 


=D (nm) =, r (Bee), 29] 4 u [al 7914 3:10,29), 
En | 


172109, KOHL, FT + EL, ZO,,; 


dabei ist zur Abkürzung gesetzt: 


der Vektor G= 5; (EN e2rir: _ E10) e-2=irs) (50,37) 
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und die ee 
[x”, x, - a KV x® x”) 
z ı 3 (2. (n,k) X” (k,ım) — X” (n,k) 2” (k,m)), 
:% 
ee! . (50,38) 
(6 .. 1 . 
[:, X” „= — (a 2” xOd _ x x”). 
_2R 5 0 (6) KO (k,m) — X (n,k) x” (k,m)) 
"B: 


Die X, Y ‚Z sind die Komponenten des elektrischen Vektors P- Da weiterhin 


X=-Ng%, Y=-Yeay, Z=2eo% (50,39) 
| % .k k ' 
ist, wird. 
er, X" ]= Zalar',2, = 
(50,40) 
(0) (0) (0) _ (0), & 
L%, DB. = „[e %r Pa] = me 
wegen der kanonischen ln re 
Daher geht (50,36) über in 
a” (n,m) = — Önm C, am r (50,41) 


d.h. x) wird ‚proportional der Einheitsmatrix und der Proportionalitätsfaktor 
genügt der Differentialgleichung 


Mr % = &r Er = er iz C08 (2nvti +9.) ; (50,42) 


sie stellt das Mitschwingen eines freien Teilchens der Masse m, und der Leading er 
im Feld € dar. Damit ist gezeigt, daß im Grenzfall hoher Lichtfrequenzen die 
Gesetze der klassischen Theorie gelten. Außerdem erkennt man, daß die kano- 
nischen Vertauschungsregeln zwischen den rechtwinkligen Koordinaten und Im- 
pulsen gerade die ‚notwendige und hinreichende Bedingung dafür darstellen, daß 
sich das System im Grenzfall schwacher Kräfte 2 1) wie ein klassisches 
System freier Teilchen verhält. 

‚Die Gleichungen (50,35) stellen für a = m das vom Licht erregte mittlere Mo- 
ment des Systems als lineare Vektorfunktion der elektrischen Feldstärke dar. In 
Verbindung mit der aus den Maxwzıuschen Gleichungen folgenden Formel für 
‚das mittlere Moment pro Volumeneinheit ® 


Bsp) "ie, (50,43) 


wobei n der Brechungsindex, s der Einheitsvektor der Wellennormale ist, erhält 
man die Bestimmungsgleichungen für die Wellenamplituden und den Brechungs- 
index. Bei nichtentarteten Systemen wird Doppelbrechung auftreten ; ist die Rich- 
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tungsentartung der Atome eines Gases durch ein elektrisches bzw. magnetisches 
Feld aufgehoben, so erhält man den Kerr-Effekt bzw. Fıranay-Effekt. Hier werde 
der Fall eines sich selbst überlassenen Gases mit richtungsentarteten Atomen be- 
trachtet. Nun kann man aus dem Vektor PB) Größen bilden, die unabhängig von 
der Orientierung des Atoms sind, nämlich die Komponenten von 


Sp P’en = 2 Poren (50,44) 
.m 


wor alle Quantenzahlen (n,j) außer der äquatorialen m zusammenfaßt. Ist g, das 
Gewicht des Zustandes r, so ist durch 


Ben — Sp 2 N r > Poe, r) (50,45) 
7 


das mittlere induzierte Moment eines einfachen Zustandes (vom Gewicht l) 
definiert. Es kann in die Maxwsırschen Gleichungen als mittleres Moment je 
Teilchen eingesetzt werden. Daß es dem Feldvektor & proportional ist, ergibt 
sich folgendermaßen: 

Aus (50,35) erhält man 


Pen — ze 2nivt D5 (Bere ng ren er _ SPLPPrH EN) PM 2 


ha"? ») hu"? ») | 
) 0 0 ) 0) mid 1,20) 
T gez Sp SpTgp‘ %r, J(P Is, r) € 2) Sp SpLp "rn ) gp Me 
n (v& )__ ») h (vr s)__ v) 
Beachtet man, daß 6, )— — ylsr), so erhält man analog (49,52) 
gr Be 5 (€0 ezrirt 1 (EN* g-2rivt) > Sp (BO s) PO%en) r) z 
(50,47) 


1 i 1. . 8 (0), y(&7) 
ÜeraRE Fer Erg AUEEERE RT rege Vai 53 [OPEN V VE A 
\ en . “m = a er er 


Wird noch die Deformierbarkeit & (r) für ein hermitisches Wechselfeld eingeführt 


Pen<a,®, (50,48) 
so ergibt (50,47) 


2 Or s „®”) BE 
7 B00: = Br) ee un 
Der Brechungsindex n errechnet sich nun folgendermaßen: Durch skalare Multi- 
plikation von (50,43) mit s folgt | 
sp = ar se, (50,50) 
was bedeutet, daß der Verschiebungsfaktor D=-€E+4n% senkrecht zu 's steht 


Ist PB parallel zu €, so ist auch . 
Es—-0. (50,52) 
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Wenn nun N, die Anzahl Teilchen je Volumeneinheit im Zustand r ist, so ist das 
®B in (50,43) gleichbedeutend mit 
2 N. r Pen . 
"Und es ergibt sich aus (50,43) und (50,48) 
""=1+4n Z Nrör. (50,53) - 


"Wird in (50,53) der Ausdruck (50,49) eingesetzt, so hat man die Dispersionsformel, 
die den Brechungsindex als Funktion der Frequenz darstellt, gewonnen. 


Statt (50,49) wird auch geschrieben: 


e2 fr r) 


re nr 
wobei | 
pen = aa (POeny2 (50,55) 


die Stärke der Eigenschwingung »(*") bedeutet; denn jedes Glied der Summe (50,54) 
hat bis auf den Faktor f&") die Form der Resonanzformel für einen harmonischen 
Oszillator der Masse m,, Ladung e und Frequenz v&). Diese Stärkefaktoren sind 
positiv oder. negativ, je nachdem »&">0 oder <0 ist, d.h. je nachdem das 
'Energieniveau r tiefer oder höher liegt aiss. Das ist aber nur dann möglich, wenn r 
nicht das tiefste Energieniveau des betrachteten Systems ist. Die erste quanten- 
theoretische Dispersionsformel wurde von Lanensure angegeben; die Glieder 
„negativer Dispersion“ wurden von KRAMERS aus Gründen des Korrespondenz- 
prinzips hinzugefügt. 


Es sollen nun noch die fe. ") durch beobachtbare Größen ausgedrückt werden. 
Die beim Übergang 8s— r spontan emittierte Lichtenergie ist 


64 Ay" 


8; f) —— 
S 30° 


Pen, (50,56) 
daher folgt 
fen = 


a 0 un lan, | 
TIITe oo 

Tritt die je Zeiteinheit emittierte Energie %*") als Lichtquanten der Energie 
hy”) in Erscheinung, so ist deren Zahl je Zeiteinheit *”/h v”). Diese Quanten 
gehen vom Zustand s aus, der durch ein Feld in g, Einzelterme aufgespaltet. 
werden kann. 

Die spontane Übergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit von dem Einzelterm 
ist also 

(sr 
At rn) _ I ,„ ano (50,58) 
gshr (8,7) 

oder 


(8, r) A. ; 
Ar» PER ARHERN g5 . 3 : „(s;r) < 0 : (50,59). 
Ir 95 Rh „en — 
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Die Wahrscheinlichkeit des erzwungenen Überganges s—r ist definiert durch 


Ben — A 2); \ ch 
= IT ‘z (50,60) 
Gr Be, = g,. Ben. 
Nach (50,60) ist 
i i 3 e 
a a (50,61) 
Is AV” Is 
nach (50,57), (50,58) und (60,59) 
fin) —: en au, a) 
ee (50,62) 
e: ‘ fen zz 8 2 2, Fe (r,8)? — AM: an : ver) < 0 
P nr e " 
oder nach (50,60) und (50,61) 
hy” | 
(8,7) — BULL a (sr), 
j 8,7 za 7 Br (50,63) 


Nach der klassischen Eiektrodynamik ist .die Dämpfungskonstante 7%”) eines 
Dipols der Frequenz »(#”), dessen Einergie nach dem Gesetz 


ı 


| W=W,e (50,64) 
abklingt | 
r Ichm, . e 
ern — FREEHTE (50,65) 
Daher wird 
jan — > an den, yen>o 
Ir (50,66) 


fen = — - Ten an), en <O. 


Die Stärke der Dispersion ist also, abgezähen von Gewichtsfaktor 9,/gr, gleich der 
‚Anzahl der Sprünge s—r in.der Zeit zen) /3. Dabei rührt der Faktor 4 daher, daß 
die Übergangswahrscheinlichkeiten AT auf ein frei drehbares System bezogen 
sind, während 7%”) die Abklingzeit des linearen Oszillators bedeutet. 


Die Dispersionsformel (50,54) kann mit (50,63) auch geschrieben werden: 


kr&N. Ber) 


a 95 | BE 
Ir = me, z EL : (50,67) 
oder nach (50,64) 
. e | „(6 7) Is A Br. zer) | a . (50,68) 
Anm sono 3 Het N - in Bi gam gl &8 * 


hierin ist zugleich die Trennung in positive und negative Dispersion durchgeführt. 
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Die Formeln (50,66), die den Zusammenhang zwischen Stärke der Spektral- 
linien und spontaner Übergangswahrscheinlichkeit darstellen, wurden von Lapen- 
BURG experimentell geprüft und bestätigt. 


51. Quantenmechanik und Wellenmechanik 


Die quantentheoretische Verallgemeinerun g der Hamıtrox-JAcoBI schen Differen- 
tialgleichung ist durch die Scuröninsersche Gleichung 


np HU my) = Wp (51,1) 


e ‘92 m 02 
gegeben, wobei A.der Lapraczsche Operator at EP + I "bedeutet. 
"Wird nämlich. der Ansatz gemacht: 
2n# 
MEET ET (51,2) 
so ergibt sich 
1 

mit (grad 8)? +U(s, y2)=W (51,3) 
bei kleinen Wellenlängen (k—0) kann das 1. Glied in (51,3) li werden, 
und es ergibt sich in der Tat die Hauizton-Jacogısche Differentialgleichung , 


(De ge 2) ,lerds + Um y)=W. (614) 
Zunächst sollen. nun die mathematischen Beziehungen der Sc#röpinseer-Glei- 
chung zum Matrizenformalismus der aus dem a a entwickelten 
Quantenmechanik geklärt werden. 
Als einfachster Fall werde die eindimensionale Bewegung eines Massenpunktes 
betrachtet, der auf ein endliches Intervall der x-Achse - etwa von=z=0bise=1- 
beschränkt ist. Für die Schröndinger sche Amplitude (x) gilt daher 


FO-PM)=0, (51,5) 
und es gilt im Intervall O<xz<1 für 9 (x) die Scaröpiner-Gleichung 
h2° 
 8n2u 2 HU@W)-Wo-= 0. (51, 6) 
Dieses durch (51, 5) und (51,6) definierte mathematische Problem besitzt stets 
eine diskrete unendliche Reihe von Eigenwerten W,, W,: W., .. .; d.h. also, es 
gibt zu jedem W= Wn eine zugehörige Eigenfunktion @x: 
h? d? 
== 0, a ar HOW Waimn=0, (51,7) 


‘wobei also @n(x) nicht etwa identisch gleich Null ist. Aber für jeden anderen 
Wert W sind nun die Bedingungen (51,5) und (51,6) nur durch 9 (x) = 0 zu er- 
füllen. Ein Eigenwert W„ wird dann als „einfach“ bezeichnet, wenn die zu ihm 
gehörende Eigenfunktion 9,(x) bis auf einen konstanten Faktor eindeutig be- 
stimmt ist. ‚Solange $n reell ist, ist die komplex konjugierte 9% mit @. selbst 
identisch: 2 = On. 
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Werden zwei verschiedene Eigenwerte W„, Wm betrachtet, so haben die zuge- 
hörigen Eigenfunktionen die Eigenschaft 


[ om (a) Yal)dz=0 (n+m). (51,8) 


Diese Eigenschaft nennt man die Orthogonalität der Eigenfunktionen. 
Da 9 der Gleichung (51,7) und 9m der Gleichung 


42 dom 
777 Ser + {U (&) — Win} 9m = 0 (51,9) 


gehorcht, folgt'nach Multiplikation von (51,7) mit % und: von (51,9) mit @, und 
Subtraktion der beiden Gleichungen 


m / „dep dep * 
77” (pr a —Pn Er ) = (W„— W.) PnYm: (51,10) 


Integration liefert ‘ 
1 
‚ 0 


272 


1 1 
J (PnPa — Pnpm ) de a (On pn — Pn pr) de = PnYn— Pr 


wegen (51,5). Also muß auch die rechte Seite von (51,10) bei Integration Null 
ergeben. 

Die zum kleinsten Eigenwert W , gehörende Eigenfunktion p, verschwindet nur 
an den Intervallenden #=0, x = 1. Dagegen hat 9, wenn die W„ der Größe nach 
geordnet sind, genau n-Nullstellen (Knoten) im Innern des Intervalls. 

®n (x) ist normiert, wenn 


1 1 
je: (x) 9 (x) dx =/| (a) Pda=1. (51,11) 


Eine nichtnormierte Eigenfunktion kann durch einen geeigneten konstanten 
Faktor zu einer normierten gemacht ‚werden. (51,8) und (51,11)lauten zusammen- 
| gefaßt 


f 9m (2) 9 (2) da = Ömn. (51,12) 


Sind die Grenzen durch — oo und +0 gegeben, so tritt an die Stelle der Rand- 
bedingung (0) = (1) =0 die Bedingung, daß (x) für > —oo und 2 
so stark zu Null geht, daß das Integral über (9)? existiert und gleich 1 gemacht 


werden kann 
+ oo 


Es war schon früher ausgesprochen worden, daß die Eigenwerte W„ des 
ScHRÖDINGER-Problems zu identifizieren sind mit den exakten quantenmechani- 
schen Energiewerten des gestellten mechanischen Problems. Der Äquivalenzbeweis 
ist von ScHRöD:nGER geführt worden; er gibt zugleich Gelegenheit, die Beziehung 
der Eigenfunktiönen 9. zu den Matrizen der Quantenmechanik klarzulegen. 


12 „Pupke, Matrizenrechnung 
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Aus den normierten Eigenfunktionen 9, können die Matrizen q, p des quanten- 
mechanischen Problems folgendermaßen berechnet werden: 


+59 
Imn = [ph (q) q 9m (g) dg, | 
ao (51,14) 


u hd 
Pen = | Im (q) Int ag Pn(g)dg. 


Dabei ist der Übersichtlichkeit halber x durch g ersetzt. 
Zunächst wird bewiesen, daß mit (51,14) die kanonische Vertauschungsregel 


h 
pq—qp=;,_,;® (51,15) 
‘erfüllt ist. Es wird 


(PA)mn = 2 Pran Gen = 57; SCH Pin 7 2 9% Qendg. (51,16) 


Nun ist q 9» (g) in eine Reihe nach den 9; (g) entwickelbar: 


+00 
1 (= Peg) J: PE(D 4 Pa (g) dg= 2 Pr(q) Am, (51,17) 
also wird “ 
fl mäg 51,18 
odın = ui | Pag 9 q- (51,18) 
Ebenso wird 
da | 
hr» 
Zi Pal) = 2 Prm 9x (9) (51,20) 
ist, wird 
| RR 
(ar) = zu: | Ph 1a, 9a. (51,21) 


Also ist nach (51,18) und (51,21) 


(Pd —AP)mn = ee 7 q4 Pa — af m}ag- nl pande= nm 


womit (51,15) bewiesen ist, x 
Weiterhin ergibt sich für die beiden Matrizen p? und U (q) 


-h? .d? 


(P*)mn = [ei a ag Pnrdq (51,22) 


E60 


und U (qm = [pn U) Pnrdg. (51,23) 
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Der Beweis von (51,22) ergibt sich folgendermaßen nach (51,14) und (51,20) 


+00 
« hd d? 
(P*)mn = 2 Prat Pam = a Pm Zi dg 2 Pr Pin dg = -[ Pr (5) ag Pr dq. 


Der Beweis von (51,23) stützt sich auf den Nachweis, daß für den Fall einer 
Potenz U (q) = q” die Behauptung richtig ist; sie gilt dann auch für eine Potenz- 
reihe U(g)= 2 Cr 9’, also für jedes U(g). Ist die Behauptung für den FallU(gq)=gq” 


richtig, dann ae für U(q) =q”+!; denn es wird nach (51,14) und (51,17 ) 


ee er Ir, 3 Prim de [pn gapdg, (61,2) 


womit der Beweis erbracht ist. | 
Die nach (51,14) konstruierten Matrizen haben die Eigenschaft, daß 


. Hm = HU) (51,25) 
eine Diagonalmatrix wird; denn es wird nach (51,22) und (51,23) 


Om [pi [} Sa, art U (g) an! dg 
en, (51,26) “ 


d.h. die Eigenwerte W„ der Energiematrix 5 (p,q) sind tatsächlich identisch mit 
den Eigenwerten der Scarövinser-Gleichung. Zugleich übersieht man die Ver- 
wendung der Schrönınszgschen Eigenfunktionen zur Berechnung der Übergangs- 
wahrscheinlichkeiten: aus (51,14) gewinnt man aus den @, die die Übergangs- 
wahrscheinlichkeiten festlegenden Matrixelemente. 

‘Eine vollständigere und übersichtlichere Erfassung der Zusammenhänge von 
ScHRöDIngERSchen Eigenfunktionen und quantenmechanischen Matrizen ergibt 
sich aus folgenden Betrachtungen, die mit dem Begriff ‚linearer Operator‘ ver- 
bunden sind. Ein Beispiel haben wir schon kennengelernt, indem der Matrix p 


der ScHRÖöDINGER-Operator u 2 zugeordnet wurde. Man bezeichnet ganz all- 


gemein als linearen Operator eine Rechenvorschrift, die aus jeder Funktion I(g) 
eine neue Funktion — sie werde R genannt — hervorgehen. läßt. Für die Summe 
zweier Funktionen gilt dann 


RÜU@W+I@)=Ri@+RyW. (51,27) 

Wird auf.die Funktion R /(q) nochmals ein neuer Operator 7' angewandt, so ent- 
steht eine Funktion TR f(g). 

Man pflegt den dritten Operator, dessen Anwendung darin besteht, daß erst 


R und dann T angewandt wird, als das „Produkt“ TR zu bezeichnen. Ent- 
sprechend ergibt sich für die Addition 


(T+R)fQ)=Tfg)+Rf(g. (51,28) 


12* 
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Mit Operatoren kann man also in ganz ähnlicher Weise rechnen wie mit Matrizen. 
Auch das kommutative Gesetz A TR gilt im allgemeinen nicht. 


Als Beispiel wurde der Operator 5 — POBaCHleN: Dann ist für jede Funktion f(g) 


ee, Bj u R 
#7 1779 z)f (q) = zaf )—-4,, -I@» (51,29) 
was durch die Operatorgleichung 
d d 
91792, (51,30) 


ausgedrückt werden kann, wobei 1 der Einheitsoperator ist. 
Wird nun der Operator „Multiplikation mit g‘“ durch @ bezeichnet und gesetzt 
h 
P => 


>— 7, 50 erhält man aus (51,30) 
2nidg 


h 
PQ-QP=5,;1: (51,31) 


d.h. die Operatoren P und Q erfüllen die kanonische Vertauschungsregel; es be- 
steht also eine vollständige ‚‚Isomorphie‘‘ zwischen den Operatoren P,Q undden 
Matrizen p,q. 

Daher kann gefolgert werden: 

Eine beliebige Matrix T=%lp,g) (51,32) 


kann folgendermaßen konstruiert werden 
Smq Inne gm F(P,Q)yndg (51,33) 


oder anders ausgedrückt: Der Operator F(P,Q) soll aus den P,@ in genau der- 
selben Weise durch Dee Multiplikation und durch Addition auf- 
gebaut werden, wie %(p,q) aus p, q aufgebaut wird. Dieser Operator F(P,Q) soll 
‘dann im Integral auf die Funktion 9, (g) angewandt werden. 

Diese Überlegungen lassen sich sofort auf Systeme von beliebig vielen Freiheits- 
graden übertragen. Den die kanonischen Vertauschungsregeln 


[ps,p]=[a,q]=0, [pr,g]= 5; Cr (51,34) 
erfüllenden Matrizen ps, gs entsprechen die auf Funktionen /(g,,9, ...) der 
Zahlenvariablen g,,95, ... anzuwendenden Operatoren 

h En ; 
= 5; 3 ‚ @s = Multiplikation mit gr, (51,35) 


die ebenfalls den kanonischen Vertaechungersgels genügen: 
[Ps, P)J=[9,Q1=0, [Pr Q1= 5b; ön1. (51,36) 


Es berechnet sich also eine Matrix Öl (Pi Pas - 5 415 92, - . .) aus den Eigenfunk- 


tionen gemäß 
+00 +5 


PP. 94ER FlP,Pz, ...30,09 :.)Pn-dgidgz ... (öl 
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Die dem Problem zugeordnete Schuröninszr-Gleichung aber lautet 
(H (P,; Pas - 5 0,02 I) Wa}in=0. (51,38) 


Damit ist eine weitreichende Verallgemeinerung der ScHRöDIngER-Gleichung ge- 
wonnen. Denn jetzt kann z.B. der Einfluß eines magnetischen Feldes auf einen 


elektrisch geladenen Massenpunkt (Ladung =—e) untersucht werden. Klassisch 
wird (vgl. Ziffer 49) das Magnetfeld 5 durch das Vektorpotential X dargestellt. 
H=rotXl (51,39) 
und dann die Hauıtrox-Funktion angesetzt 
1 ea, 7 a: 
H=5,.(P-2W) + U. (51,40). 
Die quantenmechanische Formulierung würde also lauten 
1 @ ar\2 L Kon: 
| 9-5,r-2 +U; (51,41) 
dabei ist sowohl X als auch U eine Matrix 
U=-Ul), A-U), r=(2,9,3). (51,42) 
Damit lautet die zugehörige Schrönmeer-Gleichung: 
1 
(5 (om grada 2a) +U— w.! n=0. (51,43) 


Notwendigerweise müssen jetzt die Eigenfunktionen komplex ausfallen. So- 
lange nur mit einer potentiellen Energie gerechnet wurde, stellt die ScHRÖDINGER 
Gleichung eine reelle Differentialgleichung dar. Da also grundsätzlich die: 
'Scarönineugschen Eigenfunktionen als komplex anzusehen sind, bedeutet die 
ScHRöDInGER-Amplitude nichts anderes als eine Hilfsgröße der Rechnung, und 
erst für die daraus abgeleiteten Größen, wie (p)? oder die Matrixelemente, gibt 
es eine unmittelbare physikalische Interpretation. 


D f F . £ A a, 5 
52. Deutung und Bedeutung der Matrizen YF re 


Jede physikalische Größe läßt sich, wie wir gesehen haben, einer Matrix zu- 
ordnen. Die Werte, die die Energie eines abgeschlossenen Systems annehmen 
kann, sind die Eigenwerte der Matrix. Betrachtet man die Matrix (43,6), so er- 
kennt man: Die Diagonalelemente der Matrix sind den stationären Zuständen 
zugeordnet, und zwar stellen sie gerade die Zeitmittel dar; die Matrixelemente 
außerhalb. der Diagonalen sind aber den Quantensprüngen zugeordnet; die 
Quadrate ihrer Beträge sind die Übergangswahrscheinlichkeiten. Da die Eigen- 
werte hermitischer Matrizen reell sind, werden hermitische Matrizen zur Dar- 
stellung ‚„meßbarer‘“ Größen benutzt. Ist die einer Matrix entsprechende physi- 
kalische Größe gemessen, so ist damit auch jede physikalische Größe gemessen, 
deren Matrix eine Funktion der ursprünglichen Matrix ist. Weiterhin wird ge- 
fordert, daß, wie im Beispiel der Energie, die möglichen Werte einer physikalischen 
Größe die Eigenwerte der zugehörigen Matrix sind. 
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Es sei nun X eine hermitische Matrix mit diskretem Eigenwertspektrum. 
UA möge nun durch eine unitäre Matrix U auf Hauptachsen transformiert werden: 


U-UBU, B=(bede). (52,1) 


Der Zeitmittelwert von U im n-ten stationären Zustand wird also 
Ann — I Uns br Um= 2 bi | Une |?, (52,2) 
k k 
‚wo S | Un%=1 (52,3) 
N 


ist. Die Zahl | Unz |? gibt nun die Wahrscheinlichkeit an, daß bei der Beobachtung 
des im n-ten Quantenzustand befindlichen Systems die Größe:Q gerade den 
Wert d. annimmt; denn mit dieser. Annahme liefert (52,2) den Zeitmittelwert ann 
als statistischen Mittelwert der Eigenwerte dz mit den Gewichten | Unk ? oder als 
„Erwartungswert“; zugleich bedeutet (52,3), daß die Summe der Wahrscheinlich- 
keiten den Wert 1 hat. 

Die Betrachtung der Wahrscheinlichkeit führt zum Problem der Meßbarkeit 
physikalischer Größen. Es ist im allgemeinen nicht möglich, eine Größe W und 
zugleich eine Größe B zu messen. Haben A und B zugleich Diagonalform (in einem 
'Koordinatensystem des Hınserr-Raumes), so ist [U,8]=0 und die Transfor- 
mation, die von W auf 3 führt, ist die Identität U = 1, also | Unm |? = Önm. Es ist 
also die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung des Wertes a„ von U den Wert b„ 
von Bzufinden, 1, irgend einen anderen Wert zu finden Null (m=#n), d.h. aber, man 
kann nur solche Größen gleichzeitig messen, die miteinander vertauschbar "sind. 

Da die Ortskoordinaten nicht mit ihren zugehörigen Impulskoordinaten ver- 
tauschbar sind (Vertauschungsrelation), so folgt, daß man Ort und Impuls eines 
Massenpunktes nicht zugleich messend exakt bestimmen kann. Diesen Sachverhalt 
drückt aber gerade die Hrısensere sche Ungenauigkeitsrelation aus. Ungenauig- 
keitsrelation und Vertauschungsrelation.. sind also aufs engste miteinander 
verknüpft. 

Offenbar hängt diese quantenmechanische Tatsache, daß nicht irgend zwei 
Messungen miteinander verträglich sind, eng damit zusammen, daß jede Messung 
einen Eingriff in das betrachtete System bedeutet, der selbst den zuvor bestehen- 
den Zustand stört. 

Neben der Darstellung meßbarer Größen durch Matrizen (Hzısexsere) bevor- 
zugt die Transformationstheorie (Jorpan) eine Darstellung durch Hınserr-Vek- 
toren (bzw. Tensoren) im HırLserr-Raum. Den gegebenen Zustand eines Systems 
wird ein Vektor in einem unendlich dimensionalen Raum zugeordnet; die Wahr- 
scheinlichkeitsamplituden werden als Komponenten dieses Vektors nach den 
Achsen eines bestimmten Koordinatensystems gedeutet. Die Aufgabe der Quanten- 
mechanik lautet dann: Für jede physikalische Größe, die an einem gegebenen 
System auftritt, ist das zugehörige Koordinatensystem 3 ausfindig zu machen 
und dessen Lage zu einem beliebig gewählten Grundsystem S, festzustellen... 
Dann genügt es, die Komponenten des Zustandsvektors in Bezug auf eines der 
Systeme zu wissen, um daraus die Wahrscheinlichkeitsamplituden. einer jeden 
Größe durch eine einfache Koordinatentränsformation berechnen zu können. 
Eine vollständige Lösung des Problems ist erreicht, wenn die Eigenwerte der 
Abbildung und der Richtung der Hauptachsen bestimmt sind. 
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Anmerkung 1 (zu $48). 


Eigenfunktionen des Leuchtelektrons eines Alkaliatoms in sphärischen Polar- 
koordinaten. 


18: ZU) =; 
=; 


28: x (28) =. 
17 


X(2P)Z0s®, 
2P: x@P)sindsing, 
X(2 P)Z V- sind cosp. 
| 1 
38: X(38) —. 
(38) Sy: 


X(3P) IE 000 ; 
.3P: x(8P) 42 sindsing, 
X(3P) 4/2 sind cosp. 
xD) 1/2 «@ 029-1), i 
X(3D) IB sind cosd sin, 
3D: X(3D) 1 sind c0SÜ C0SY, 
xD) t VB sin sin 29, 


x(@D)4y® sin?® c0os29®. 
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